Limites et continuité

notes de cours d’Olivier Sester
2024-2025

Toutes les fonctions considérées dans ce chapitre sont définies sur une partie I qui sera
dans la plupart des cas un intervalle de R et sont a valeurs dans R.

I. Généralités

On rappelle qu'une propriété portant sur une fonction f : I — R est vraie au voisinage de
a, (a € R) si elle est vraie sur I'intersection de I avec un intervalle ouvert non vide centré
en a si a € R, avec un intervalle de la forme ]c, +oo[ lorsque a = +o0o avec un intervalle
] —o0o, cl, lorsque a = —oo.

Soit @ € R un point adhérent a I. On dit que f : I — R a pour limite £ € R quand x

tend vers a si:
ecasouacR

Ve>0,In>0, Vxel, |x—alsn=|f(x) - 0| <e.

e cas oll a = +0o,
Ve>0, JAeR, Vxel, x2A=|f(x) - 0| <e.

e casoll a=—oo,

Ve>0, JAeR, Vxel, x<A=|f(x) -l <e.

On dit aussi que f(x) tend vers £ quand x tend vers a et on note 31611121 fx)=¢,

En général, le domaine I est soit un intervalle avec a un élément de 'intérieur de [ ou a
est une des bornes de I; soit I est de la forme ]c, alU]a, b|.
Concernant la notation, pour bien souligner I'importance du domaine I dans la défini-

tion, on notera parfois cette limite lIim f(x), méme si par la suite on oubliera bien sou-
Xel,x—a

vent le I lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguités.

Définition 2
On dit que f: 1 — R tend vers +oco quand x tend vers a si

VYA>0,3n>0, Vxel, [x—alsn= f(x) =A.

Proposition 1

Si la limite (finie ou infinie) d'une fonction existe elle est unique.




On rappelle quelques limites "classiques" obtenues comme limite de taux d’accroisse-
ments et qu’il est impératif de connaitre :

sin(x In(1+x

lim (x) =1 lim ¥ =1
x—0 X x—0 X
exp(x)—1 1-cos(x 1

x—0 X x—0 X 2

Exercice 1. Calculer les limites suivantes :

. oox—1
(a)}cl_r%\/x+\/x+\/§—\/§ (b)}clir}x”—l

sin2x . xsinx
(¢) lim — (d)lim ———
x—0sin3x x—01—-cosx

Soient f:1— Ret a€l. On dit que f est continue en a si et seulement si elle admet
une limite quand x tend vers a.

Remarquons, et c’est fondamental, que si f admet une limite £ quand x tend vers a et que
a € 1 alors avec la définition de la limite que nous avons choisie nécéssairement ¢ = f(a).
En effet, x peut tout a fait prendre la valeur a, et pour x =a€Ron a

|f(a)—L|<g, YVe>0,

d'ou £ = f(a). Par conséquent, avec cette définition de la limite, des que f est définie en
a ety admet une limite £ celle-ci est égale a f(a). La continuité de f en a peut également
s’écrire

Ve>0,In>0, Vxel, [x—alsn=|f(x) - f(a)| <e.

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point a de L.

Attention : d’autres définitons de la limite sont possibles excluant x = a (on prend 0 <
|x— al dans la définition), I'existence de la limite en a n’est pas nécessairement synonyme
de continuité au point a.

Limite a gauche et limite a droite

On appelle limite a droite en xo de f la limite, lorsqu’elle existe, de la fonction f1), ;[ en
Xp et on la note limxg f ouencore hm;‘ix)%o f(x).

On définit de méme la limite a gauche en x( de f :la limite de la fonction 4 [ €n xo et
on la note lim> f oulim x<y, f(x)
X— X0

Proposition 2 - Opérations élémentaires sur les limites

Si lim f(x)=¢feRet lim g(x) =¢ €Ralors:
X— X0 X— X0

. pour tout A € R, )}ngcl Af(x)=AL
—X0
. _ I
. xll_gclof(x)+g(x)—€+€
. —_0.p
. JCl1_r5610f(x)-g(x)—E ¢

. .1 1
.sil#0, im —(x) =-
x—Xo [




Théoreme 3 — Caractérisation séquentielle de la limite

Soient D une partiede R, a,f € R tels que a soit adhérent a D et f une fonction réelle
définie sur D. Alors f tend vers ¢ quand x tend vers a si et seulement si pour toute
suite (x,) de points de D convergeant vers a, la suite (f(x,)) converge vers £.

Ce théoreme est souvent utilisé pour montrer la discontinuité d'une fonction en g, il suffit
de trouver une suite (x,) qui converge vers a telle que (f(x,)) ne converge pas vers f(a).

Exercice 2. Montrer que la fonction indicatrice des rationnels 1g n'est continue en aucun
point
1 sixe
lo(x) = { 0 si Q
sinon

Exercice 3. Soit f :R* — R* la fonction définie par

0 six¢Q
FO=91 G2 asiper j t
7 =L, =1 p et q premiers entre eux

Déterminer les points de continuité de f.

La notion de limite est une notion locale, par l1a on entend qu’elle ne dépend que des
propriétés de la fonction f au voisinage du point a considéré. Ainsi, si g est la restiction
de f aV, un voisinage de a, alors lim f = ¢ si et seulement silimg = ¢.

a a

. Si f<getsilim f(x)=¢, lim g(x)=¢ €Ralors £ < ¢'.
X— X0 X— X0

. Si f<getsi lim f(x) =+oo, alors lim g(x) = +oo,
X—Xo X—Xp

. Théoreme des gendarmes:Si f < g < hetsi xhrgcl flx) = xhn; h(x) =€ €R, alors
— X0 —X0

g admet £ comme limite en x.

En utilisant la caractérisation séquentielle de la limite, la démonstration de ce théoreme
découle directement du théoréeme analogue pour les suites.

Prolongement par continuité Soient a € R et ]a, b[ un intervalle de R. On considére f :
la, b[— R une fonction qui admet une limite A quand x tend vers a. Il existe alors un
unique prolongement de f a [a, b[ qui soit continue en q, il est obtenu en posant f (a)=A
et f(x) = f(x) si x €]a, b[. C’est le prolongement par continuité de f au point a.

sin(x)

Exercice 4. Prolonger par continuité la fonction f(x) = ==,

définit-il une fonction de classe €' surR ?

x € R*. Le prolongement

Exercice 5. Montrer que la fonction f définie sur R* par f(x) = cos(%) ne peut pas étre
prolongée par continuité en 0.

Théoreme 5

Soit f une fonction réelle croissante définie sur un intervalle ouvert I =]a, b[ avec
a,beReta<b.

- Si f est majorée, elle admet pour limite en b le réel supy f.

. Si f n'est pas majorée, on a lim,_.j f(x) = +oo.




Exercice 6. Soient f,g : R — R deux fonctions continues. On pose pour x € R : h(x) =
max(f(x), g(x)). Montrer que h est continue.

Exercice 7. Soit f:[0,1] — R une fonction continue. Montrer que

1
lim n| " 'fde=fQ)
0

n—+oo

On pourra décomposer l'intégrale sur deux intervalles. Proposer plusieurs solutions.

II. Continuité Globale

Les quatre théoremes qui suivent sont essentiels, ils constituent d'une certaine facon les
fondements de 'analyse moderne.

Théoreme 6 — Théoreme des valeurs intermédiaires
Soient I un intervalle de R et f : I — R une application continue. Si a, b € I alors f
atteint toute valeur comprise entre f(a) et f(b).

Nous proposons ici une démonstration de ce résultat important qui repose sur le principe
de dichotomie (mais ce n’est pas la seule preuve possible!).

Démonstration. On suppose par exemple que f(a) < f(b) et on se donne 6 tel que f(a) <
8 < f(b). Définissons une nouvelle fonction continue & = f —§, il s’agit donc de trouver
unctelquea<c<beth(c)=0.
Soit a; = %”, on définit I; = [ay,P;] avec
ocp=a; et Pr=b sih(a))<0;
{ ocp=a et Pp=a; sinon.

b—a

Par récurrence on construit ainsi une suite d’intervalles I,, = [a;, ], de longueur on- et
tels que h(ay,) <0et h(B,) =0 en posant a,;; = O"’Tﬂa" et

{ Qp+l =0ap+1 €L Br+1=Pn si h(ap+1) <0;
Ope1 =0y et Pp+1=aps+1 sinon.

La suite (ot,;) est croissante, (3;,) est décroissante, et par construction lim,_.o, &, —f, =0,
elles sont donc adjacentes et par le théoreme des suites adjacentes il existe c € R, tel que
¢ =limay, =limp,. Or h étant continue

h(a,) <0 donc limh(a,)=h(c)<0
h(B,)=0 donc limh(B,)=h(c)=0
Ainsi, h(c) =0 c’est-a-dire f(c) = 8. O

Exercice 8. Soient a < b deux réels et f une fonction continue de|a, b] a valeurs dans [a, b].
Montrer qu'il existe c € [a, b] tel que f(c) = c.



Exercice 9. Montrer que la fonction f : R — R définie par

fO)=0etf(x)= sin(%)

n'est pas continue en 0 mais vérifie le théoreme des valeurs intermédiaires.

Exercice 10. Soit f :]a, b|— R une fonction continue telle que xhrg flx) = linbl f(x). Mon-
—a+ X—0_

trer que f n'est pas injective.

Théoréeme 7
Soient a < b des réels et f : [a, b] — R une application continue. Alors f est bornée

et atteint ses bornes sur [a, b]

Proposition 8

Soit I un intervalle fermé borné de R. L'espace €6 (1) des applications continues sur I
muni de la norme || f|loo = max; | f| est un espace vectoriel normé complet.

Exercice 11. Soit f : Rt — R* une fonction continue telle que lim,_. ;. f(x) = 0. Montrer
que f est majorée et atteint sa borne supérieure.

Limage par une fonction réelle continue d'un intervalle est un intervalle.

Théoreme 10 - Bijection réciproque

Soit f: I — R une fonction continue et strictement monotone. Alors, si] = f(I) :

. f estune bijection de I sur]J.

. f71:J —1Iest continue et strictement monotone de méme sens que f.

Le graphe de f~! est le symétrique par rapport a la premiére bissectrice A = {y = x} du
graphe de f.

Définition 4
Un fonction f:1— R est dite uniformément continue si

Ve >0, Elr]>0,V(x,y)€IZ, x—ylsn=|fx)-f(I<e.

Théoreme 11 — Heine
Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est uniformément continue. j

Il s’agit bien d’un résultat de compacité car les intervalles fermés bornés sont des en-
sembles compacts de R.

Démonstration. Soient € >0 et f : [a, b] — R une fonction continue. Pour tout x € [a, b],
par continuité de f en x, il existe un réel n, > 0 tel que

si|x—yl<nyalors|f(x)— f(y)l<e.



U lx— %, X+ %[ est un recouvrement du compact [a, b] par des intervalles ouverts.
x€la,b)
On peut donc en extraire un sous-recouvrement fini :

n
[(l,b] = U]xi_%!xi +E
i=1

2 2['

. Nx; L . N . . ., s
Posons n=inf;-;_, %, alors f vérifie la propriété d'uniforme continuité pour cette valeur
de n. En effet, pour tout o, € [a, b] tels que |a —P| < n, il existe un x;, avec 1 < ip < n
L LT
vérifiant |o — x;,| < =% d’olt
Nux;,
IB—xi <P —al + oo — x| SZT =T, -

Finalement, d’apres la continuité de f en x;, | f(a) — f(x;))| <eet|f(P) — f(x;) <eonen
déduit | f () — f(P)] < 2e. O

Exercice 12. Soit f : R — R une fonction continue telle que lir+n fx) et lim f(x) existent.
X—+00 X——00
Montrer que [ est uniformément continue sur R.

La notion de continuité uniforme est fondamentale lorsque I'on cherche a établir des
théoremes d’approximation des fonctions continues par certaines classes de fonctions.
Ainsi dans le cadre de la théorie de I'intégration on se sert tres souvent du résultat suivant

Exercice 13. Montrer que toute fonction continue f : [a, b] — R est limite uniforme d’'une
suite de fonctions constantes par morceaux.

Plus généralement, on peut montrer (c’est un bon exercice) le célebre théoreme de Weiers-
trass : les fonctions polynémes sont denses dans I’espace des fonctions continues sur un
intervalle [a, b] pour la norme uniforme. Autrement dit :

Théoreme 12 — Weierstrass

Soit f: [a, b] — R une fonction continue. Alors pour tout € > 0, il existe P € R[X] tel
que || f —Plloo = SUPse(qp) | f () —P(D)| <e.

Un autre intérét de la notion d’'uniforme continuité est qu’elle permet de prolonger les
fonctions continues a 'adhérence de leur domaine définition.

Exercice 14. Soit f : [a, b|— R, une fonction uniformément continue. Montrer que lin}) fx)
X—

existe.

III. Suites récurrentes

Soient I un intervalle fermé de R et f : 1 — R, on dit que I est stable par f si f(I) cI. Dans
cette situation, les suites récurrentes associées a f sont bien définies par

upeletpourtout neN, u,1 = f(ug).

Attention sans 'existence de cet intervalle stable I, on peut avoir des problemes de défini-
tion de la suite récurrente. Par exemple, vérifier que les suites u,+; = In(u,) ne sont bien
définies pour aucun ug > 0.



Théoreme 13

Soit f : I — I une fonction continue, 1y € [ et pour n =0, u,+1 = f(uy). Si (u,) est
convergente vers un réel £ alors ¢ est un point fixe de f

f=e

Bien sur ce théoreme ne donne pas la convergence de la suite (u,), il faut établir cette
convergence au préalable. Mais en cas de convergence la limite est a chercher parmi les
solutions de f(x) = x.

Proposition 14

Soit f : I — I une fonction continue et croissante, alors les suites récurrentes sont
monotones :

- si up < u; la suite (u;) est croissante

- si ug = u, la suite (u;) est décroissante.

En particulier lorsque I est borné, sous les hypotheses ci-dessus la suite (u,) sera donc
monotone et bornée donc convergente.

Lorsque f : 1 — I est décroissante et continue, f o f est croissante et on peut se rame-
ner au cas ci-dessus en considérante les sous-suites (u2,) et (u42,+1) qui sont des suites
récurrentes associées a f o f et donc monotones.
Exemple 1. Etudier les suites récurrentes (u,,) définie par

. up=1letpourtoutneN, upi1 =v1+uy.

. up=1etpourtoutneN, upe; =1+In(uy).

. up e RetpourtoutneN, upy =en —1.

Une fonction f est dite k-lipschitzienne si pour tout x, y €1, |f(x)— f(y)I < klx—yl.

Théoreme 15 — Point Fixe

Soient I un intervalle fermé de R et f : I — I une fonction k-lipschitzienne, avec
0 < k <1 alors f aun unique point fixe dans I et pour tout u € I la suite récurrente
définie par la relation u,.; = f(u,) converge vers cet unique point fixe de f.

IV. Exercices Complémentaires

Exercice 15.
1. Déterminer toutes les fonctions continues en 0, f : R — R telles que f(x+y) = f(x) +
fy.
2. De méme, déterminer toutes les fonctions continues en 0, f : R — R telles que f(x +
¥)=f)f).
Exercice 16. Soit f : [0, +o0o[ — R une fonction continue ayant une limite finie en +oo.

1. Montrer que f est bornée.



2. Montrer que f admet un maximum ou un minimum absolu, mais pas nécessaire-
ment les deux.

3. Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 17. Pour a,b € R déterminer les limites

1

X
m

X—+00

lim
x—0*

(ﬁ+wf (M+M

2

Exercice 18. Soient f : [a, b] — R continue et p, q € R*. Montrer qu'il existe c € [a; b] tel que

p-flay+q-f(b)=(p+q)-f(c)
Exercice 19. Soit f :[0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1).

Montrer que pour tout entier n non nul il existe c,, € [0, %] tel que:

1
f(Cn) = f(cn + ;)

Indication : On pourra considérer la fonction f, :[0,1 — %] — R définie par

1
fnx)=f(x+ Z)—f(x)

et exprimer f (1) — f(0) en fonction de f,.

Exercice 20. Soientk >0, k#1 et f:R — R telle que f (kx) = f(x) pour tout x € R. Montrer
que si | est continue en 0 alors f est constante.

Exercice 21. Soit f : R} — R une fonction continue telle que
lim f(x+1)-f(x)=1.
X—+00

Montrer que
X
lim f =1

xX—+00 X
Exercice 22. Soit f :[0,1] — [0, 1] une application continue.
a) Montrer que pour tout n € N*, il existe a,, € [0,1] tel que f(a,) = a;..
b) On suppose f strictement décroissante; montrer que pour chaque n e N*, a, est unique.
Etudier la suite (ay,).

Exercice 23. Soit f : [a, b] — R une fonction continue positive et M = sup f (x). Montrer que
1/n

b
nl—i>r-ll:loo (f f(t)"dt) =M.

On pourra encadrer la suite ci-dessus par 2 suites de la formeM-C''"*, 011 C est une constante
positive.

Exercice 24. Soit f : R* — R une fonction continue telle quelimy_. ., f(x) existe. Montrer
que si f(0) =0, alors f a un point fixe.



Exercice 25. Soient f et g deux fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1].
a) Montrer que f admet un point fixe.
b) On suppose en outre f monotoneet f o g = go f. Montrer que f — g sannule.

Exercice 26. Soit f : R} — R une fonction uniformément continue telle que pour tout x > 0,
nlirllmf(nx) =0.
Montrer quelimy_., f(x) = 0.

Exercice 27. Etudier la suite (u,) définie par :

ug>0etvVneN uy 1 =

24U,

Exercice 28. Soit (a,) la suite définie par récurrence :
ap €10,1/2{, et a,y1 = sin(ay,).

1. Montrer que (a,) converge vers 0 quand n tend vers +oo.

2. Déterminer un équivalent de la suite a,.

Exercice 29. Soit a > 0 et (u,,) la suite définie par uy > 0 et

1 a
Vn=z0, ups1=—-\uy+—
2 U
a) Etudier la convergence de la suite (u,).
b) On pose pour tout ne N
Up,++va
Calculer v+, en fonction de v, puis v, en fonction de v et de n.
c¢) Montrer que, si up > +/a, ona

Un

2n
lun —val < 2uyv
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