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Introduction

EDO vs EDP

Les équations différentielles jouent un role fondamental dans la modélisation de nombreux phéno-
menes physiques, biologiques, économiques ou technologiques. Elles établissent une relation entre
une fonction inconnue et ses dérivées.

Une équation différentielle ordinaire (EDO) fait intervenir des dérivées par rapport a une seule va-
riable (dans les modélisations, la variable est souvent le temps). Les EDO doivent étre distinguées des
EDP (équations aux dérivées partielles) qui contiennent des dérivées par rapport a plusieurs variables

indépendantes et qui ne seront pas abordées dans le cadre de ce cours. Par exemple, I’équation de
2

la chaleur, est une EDP car elle lie la dérivée partielle de u par rapport au temps ¢ a sa

u J—
. di 9% R .
dérivée seconde par rapport a I’espace x. La distinction entre EDO et EDP va au-dela de la simple
différence entre le nombre de variables : elle reflete également le cadre théorique dans lequel ces
équations s’inscrivent. Les EDO se situent dans un cadre de dimension finie, ol I’inconnue est une
fonction d’une variable et les solutions appartiennent souvent a des espaces de fonctions simples,
comme R”. A I'inverse, les EDP s’inscrivent dans le cadre d’espaces de Hilbert de dimension infinie.
Sans rentrer dans les détails, la résolution de 1’équation de la chaleur revient par exemple a résoudre
W (t) = Fu(t)) ot u: { Ro— E
t —> x> u(t,x)
il est possible de définir la dérivée seconde et qui soit un espace de Hilbert) et F' I’opérateur linéaire
correspondant a la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a x. E sera donc un espace de dimension
infini et ¢’est en ce sens que les EDP sont de nature bien différente des EDO traitées dans ce cours.

(avec E un espace fonctionnel bien choisi sur lequel

On peut également remarquer que les espaces fonctionnels a considérer pour la résolution d’EDP
(espaces de Lebsegue ou espaces de Sobolev) nécessitent d’utiliser la théorie de I’intégration de
Lebesgue. A contrario, dans la théorie des EDO, toutes les fonctions 2 intégrer seront dérivables et
I’intégrale de Riemann sera ainsi largement suffisante. Pour ainsi dire, la théorie des EDP utilise
pleinement les avancées mathématiques du XX¢ siecle tandis que, dans le cadre de notre cours, nous
n’aurons besoin que de concepts des XVIII® et XIX¢ siecles.

Notations

Différentes notations et conventions sont possibles dans le cadre d’un cours sur les équations diffé-
rentielles. Notre objectif étant de présenter un certain nombre de modélisations liées a la physique et



a la biologie, il nous a semblé naturel de noter la variable #, faisant référence a un temps, plutdt que
x. Aussi, nous avons choisi de noter la fonction inconnue x plutdt que y ou f. Ce choix se justifie
aisément si 1’on pense cette grandeur comme étant la coordonnée d’un point sur un axe. A partir du
second chapitre, on se placera d’ailleurs en dimension supérieure ou égale a deux et x(z) apparaitra
alors comme étant I’abscisse de la trajectoire solution. De plus, la notation x(z) sera privilégiée par

N . e, . dx
rapport a la notation utilisée en physique —.

Ainsi, cela signifie qu'une équation différentielle (en dimension 1) sera par exemple notée
X (1) =x(t) +1,

1a ol d’autres ouvrages pourraient préférer, parmi d’autres possibles, les notations suivantes :

- Y () =0y(t) +1

- Y(x) = y(x) +x

. %: t3y+t

- S =00+t

- fIx) =0 f () +x
=07 +x
Enfin, il convient d’expliciter un autre choix relatif aux équations différentielles linéaires. Elles
peuvent étre présentées sous la forme x'(r) = ax(r) + b ou sous la forme x'(r) + ax(t) = b. Bien
entendu, il ne s’agit que d’une différence de forme, les deux étant équivalentes & un changement
de signe pres et I’on trouve les deux choix possibles dans Ia littérature. Celles et ceux qui préfé-
reront la derniere comprendront aisément pourquoi I’on parle d’équation « sans second membre »
lorsque b = 0. Cependant, les théoremes plus avancés sur les équations différentielles (le théoréme
de Cauchy-Lipchitz notamment, présenté au chapitre 3), font souvent I’hypothese que 1’équation dif-
férentielle est mise sous une forme qui exprime directement la dérivée x’ en fonction de x et de 7. La
forme choisie dans cet ouvrage pour les équations différentielles linéaires est ainsi cohérente avec
I’ensemble de I’ouvrage.
Nous ne considérons par ailleurs dans ce cours que des équations différentielles ou des systemes
d’équations différentielles définis en tout point d’un unique intervalle réel, ce qui couvre un grand
nombre de modeles issus du monde réel. Nous n’abordons pas les questions de raccord entre des
solutions définies sur plusieurs intervalles disjoints.

Les grands théorémes

Pour de nombreuses équations, il n’existe pas de solution qu’il serait calculable de maniére exacte.
Il est néanmoins possible d’étudier les équations différentielles en obtenant des informations qualita-
tives sur les solutions (existence, unicité, caractere bornée, convergence, périodicité, etc.). Nous don-
nons une liste (bien siir non exhaustive) de théoréemes importants concernant I’étude qualitative équa-
tions différentielles. Notre cours se concentrera principalement sur le théoreme de Cauchy-Lipschitz
et le théoréme des bouts et les autres sont donnés a titre culturels. De ce fait, il ne s’agit pas d’énoncer
précisément ces résultats mais plutdt de donner une idée du cadre dans lequel se situe la théorie que
nous étudions.

Théoreme de Cauchy-Lipschitz et théoreéme des bouts

On s’intéresse A une équation de la forme x'(r) = F(¢,x(r)) avec F suffisamment réguliére (par
exemple F de classe €’!. Si I’on se donne un temps £, et une valeur xo, il existe une unique solu-
tion locale de 1’équation telle que x(7y) = xo. En général, cette solution n’est cependant définie que



localement. Il faut alors ajouter d’autres hypothéses (par exemple la linéarité de F') pour assurer
I’existence d’une solution globale (existant pour tout temps f).

Le théoreme des bouts permet parfois également d’assurer I’existence d’une solution globale. Selon
ce théoreme, une solution qui n’est pas globale doit nécessairement étre non bornée aux bornes de
son ensemble de définition. Parfois, il est possible d’apporter un argument permettant d’assurer le
caractere borné des solutions (cela peut se déduire par exemple des propriétés de F). Dans ce cas, on
sera alors assuré du fait que la solution locale donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz est en fait
globale.

Théoreme du flot

On considere I’équation x'(t) = F(x(¢)). Comme F ne dépend pas explicitement du temps, on dit que
F est une équation autonome. Dans ce cas, on définit le flot de I’équation ¢ (a) qui est la valeur au
temps ¢ de I’unique solution telle que x(0) = a. Par définition, on a donc, pour tout a, ¢p(a) = a.

Le théoréme du flot indique que, lorsque F est suffisamment réguliere (de classe € par exemple)
le flot est de classe €’!. Cela signifie que, si les conditions initiales subissent une petite variation, la
solution subira également une petite variation (avec une régularité €’'). Un corollaire du théoréme du
flot est le suivant : si une équation dépend d’un parametre et est de la forme x' (1) = Fy (x(1)) (o est le
paramétre), les solutions sont également continues (ou méme ¢’!) par rapport au paramétre.

Théoreme de Hartman-Grobman

Dans le cadre d’une équation différentielle autonome x'(¢) = F(x(¢)), on considere les points d’annu-
lation de F'. Ces points s’appelle points d’équilibre car, en ces points, la dérivée est nulle et il existe
donc une solution constante dont la valeur est égale au point d’équilibre.

D’apres le théoréeme de Hartman-Grobman, le comportement des solutions au voisinage d’un point
d’équilibre a est le méme que celui des solution de 1’équation x'(¢) = DF,(x(z)). 1l est plus préci-
sément le méme a homéomorphisme pres. L’intérét réside bien siir dans le fait que cette équation
est linéaire et cela permet donc de ramener 1’étude du comportement d’une équation différentielle
autonome a I’étude d’une équation différentielle linéaire.

Théoréme de Poincaré-Bendixson

En dimension deux (c’est a dire si les solutions sont & chercher parmi les fonctions x : R — R?), si la
solution d’une équation autonome est bornée, alors il peut se produire essentiellement deux choses :
soit la solution converge vers un point d’équilibre, soit elle se rapproche asymptotiquement d’une
solution périodique. Autrement dit, les solutions d’une équation différentielle ne peuvent pas avoir
un comportement chaotique en dimension deux. Ce résultat est connu sous le nom de théoreme de
Poincaré-Bendixson. En dimension supérieure, ce résultat n’est en revanche plus vraie, comme le
montre 1’exemple de I’attracteur de Van der Pol en dimension trois.

Les modeles

Un des objectifs du cours est de comprendre comment s’ applique les théorémes du cours (en particu-
lier le théoréme de Cauchy-Lipschitz et le théoréme des bouts) dans le cadre de modeles tirés de la
biologie ou de la physique. Le premier modele que nous présentons, li€ a la physique, est simple en
cela qu’il s’agit d’un systeme différentiel linéaire.



Modele RLC

Le modele RLC représente un circuit électrique composé de trois éléments en série : une résistance
dont la valeur, mesurée en ohms () est notée R, une inductance dont la valeur, mesurée en henrys
(H), est notée L, et un condensateur, dont la capacité, mesurée en farads (F), est notée C. Ce modele
est couramment utilisé pour analyser le comportement des circuits électriques. Nous considérons
I’exemple dans lequel le condensateur porte une charge initiale Qp, exprimée en coulombs (C), et
le circuit est fermé au temps ¢ = 0. L’enjeu du modele est de donner des équations permettant de
calculer I’intensité du courant I(z), exprimée en amperes (A) pour un temps ¢, exprimé en secondes
(s), appartenant a I’intervalle d’étude [0,+oo[. Chacun des trois éléments (résistance, inductance,
condensateur) constitue un dipdle pour lequel la physique propose une loi de comportement, reliant
les fonctions /(¢) et la tension aux bornes du dipdle. On définit les points 1, 2 et 3 comme sur le circuit
ci-dessous.

Comme les éléments sont en série, I’intensité du courant /(z) est identique dans tous les points du
circuit.

La loi d’Ohm décrit la relation entre la tension V,(7) — V; () aux bornes de la résistance située entre
les points 1 et 2 et I’intensité du courant (¢) :

Va(t) = Vi(t) = RI(t). (1)

La tension V3(¢) — Va(r) aux bornes de I’inductance située entre les points 2 et 3 est donnée par la
formule :

V3(t) = Va(t) = LI'(r). )

La relation entre la tension Vi (f) — V3(¢) aux bornes du condensateur et sa charge Q(¢) est donnée
par :

Vi) = Val0) = £00) G

Enfin, la variation de la charge du condensateur est liée a I’intensité du courant par la relation /(1) =
Q'(t). Les deux équations du modele RLC sont alors données par les relations V, (1) — V; () + V3(t) —
Va(t) +Vy(t) — Va(t) =0 et I(t) = Q'(t), ce qui aboutit au systéme d’équations, dont les inconnues
sont les fonctions du temps / et Q suivant :

(1) =~ (RIG) + 20(1)

Q'(t) =1I(t)

Ces équations sont considérées avec la condition initiale suivante : pour ¢ = 0, le condensateur porte
la charge Q(0) = Qo, et 'intensité qui traverse le circuit est nulle, donc 7(0) = 0.

“)



Ce modele est donc sous la forme X’(z) = AX (¢) pour tout ¢ € [0, 4o avec X (0) = <QO > en posant
0
1@)
X(t) = et
0= (g0
_R 1
_ ("1 TIc
A= ( Lo ) |

Il s’agit d’un systeme différentiel linéaire homogene d’ordre 1, de c6té 2. Nous verrons dans ce cours
comment résoudre ce probleme a partir de 1’étude des propriétés spectrales de la matrice A.

Notons que ce systeme est exprimé aussi bien au moyen d’une unique équation différentielle, dite du
second ordre, dont I’unique inconnue est la fonction Q :

1
LQ'(1) +RQ (1) + £Q(1) =0, s)

avec les conditions initiales Q(0) = Qg et Q'(0) = 0. Nous voyons ainsi que le méme probléme
peut étre exprimée sous deux formes différentes, et nous verrons dans le cours que ces formes sont
équivalentes.

Pendule pesant

Le pendule pesant est un systeme mécanique classique qui illustre des principes fondamentaux de
la mécanique newtonienne. On considére une masse ponctuelle m attachée a une tige ou un fil in-
extensible de longueur L, suspendue dans un champ gravitationnel uniforme g. En négligeant les
frottements et les forces dissipatives, I’équation décrivant la dynamique du pendule peut étre obtenue
a partir de la seconde loi de Newton.
La seconde loi de Newton s’écrit :
F =ma, (6)

ol F est la somme des forces appliquées sur la masse, et d est I’accélération.
Dans le cas du pendule pesant, deux forces principales sur la masse :

. La force gravitationnelle ﬁ'g = mg, dirigée verticalement vers le bas.

. La tension du fil 7', qui agit le long de la direction du fil et ne contribue pas directement au

mouvement angulaire.

Pour décrire le mouvement angulaire du pendule, on choisit un repeére polaire avec I’angle 6 mesurant
la déviation par rapport a la verticale.

La position de la masse est donnée par :

o sin 0
r_L<COSQ> '

En projetant les forces sur la direction tangentielle au mouvement circulaire, seule la composante
tangentielle a la force gravitationnelle contribue. Cette composante est donnée par :

Ftangente = —mgsin6.



Selon la seconde loi de Newton appliquée a la direction tangentielle, on a :
d2
mL— = —mgsin0.
dr? g
En simplifiant par la masse m, on obtient I’équation du pendule pesant non amorti :
d’e g
— + =sinf =0.
> L
Cette équation est une équation différentielle non linéaire qui décrit le mouvement oscillatoire du
pendule et I’on montrera qu’elle admet une solution globale. Pour des petites oscillations, 1’ approxi-
mation sin @ ~ 6 peut &tre utilisée, menant a une solution harmonique simple. En effet, 1’équation
devient alors 5
d-e
180
dt L

En posant @ = \/% , les solutions sont de la forme 0 (¢) = A cos(@t + @) (ol A et ¢ sont des constantes

dépendant des conditions initiales). En ajoutant les conditions initiales 6(0) = 6 et 8’(0) = 0, on
obtient :

0(t) = 6y cos(wr).
Une question est néanmoins souvent passée sous silence : la solution obtenue en faisant I’approxima-
tion sin O = O est-elle proche de la solution exacte ? Et si oui, dans quel sens ? Cela est d’autant plus
important que, pour des amplitudes plus grandes, le caractere non linéaire de 1’équation doit €tre pris
en compte.

Dynamique des populations

Les modeles de croissance des populations sont des outils mathématiques utilisés pour décrire I’évo-
lution de la taille d’une population au fil du temps. Ils sont utilisés dans divers domaines tels que
I’écologie, la démographie, et I’économie. Ces modeles prennent en compte les contraintes environ-
nementales et les limites de ressources pour modéliser une croissance qui ralentit et se stabilise au fil
du temps.

Modele de Verhulst

Le modele de dynamique des populations le plus simple (appelé modele logistique ou encore modele
de Verhulst) est décrit par I’équation différentielle suivante :

N'(1) = N (1) <1 _ 1";{”) | ™)

ol N(t) représente la taille de la population 2 un moment donné, r est le taux de croissance intrin-
séque, et K est la capacité de charge de I’environnement. Il s’agit d’une équation différentielle scalaire
non-linéaire autonome (sous la forme x'(¢) = F(x(z)), ol la fonction F ne dépend pas directement du
temps) d’ordre 1.

L’équation (7) peut étre résolue par méthode de séparation des variables. On écrit

! KN'(s) ot
/orN(s)(K—N(s))ds/odsr'

Par décomposition en éléments simples, on obtient
t i !/ K—
/ N(s) + Ns) ds=1n NG) —In NG) =rt,
o \N(s) K-—N(s) Ny K—Noy
ou N est la taille initiale de la population. On obtient
K

K—No ,—rt"
14 Ny €

N(t) = 8)



Modéele proie-prédateur de Lotka Volterra

On peut complexifier un peu le modele précédent. Les équations de prédation de Lotka-Volterra, que
I’on désigne aussi sous le terme de « modele proie-prédateur », décrivent la dynamique de systémes
biologiques dans lesquels un prédateur et sa proie interagissent. Elles ont été proposées indépen-
damment par Alfred James Lotka en 19251 et Vito Volterra en 19262. Initialement , ce systeme
d’équations a été utilisé comme modele pour la dynamique du lynx et du lievre des neiges, pour la-
quelle de nombreuses données de terrain ont été collectées sur les populations des deux especes par
la Compagnie de la baie d’Hudson au XIX¢ siécle.

Les équations sont les suivantes :

X\
—
-~
~—
Il

x(t) (= By (1))
y(t) (6x(1) —7)

ol x(t) est le nombre de proies au temps 7 et y(7) le nombre de prédateurs au temps 7. Les coefficients
o, 3,7, 0 caractérisent les interactions entre les deux espéces :

. « est taux de reproduction intrinseque des proies (en absence de prédateurs); f3 est le taux de

mortalité des proies dii aux prédateurs rencontrés ;

. Yest le taux de mortalité intrinseque des prédateurs (en absence de proie);

. 0 est le taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies rencontrées et mangées.
Dans ce modele, les proies sont supposées avoir une source illimitée de nourriture et se repro-
duisent donc exponentiellement en absence de prédateur (si B = 0). De plus, les termes de prédation
—Bx(t)y(r) et 5x(¢)y(t) sont proportionnels a x(¢)y(z) et donc a la probabilité de rencontre entre une
proie et un prédateur.

<.
~
—

~
~—

I

Ce systeme d’équations est clairement non linéaire en raison des termes de prédation et il n’est pas
possible de calculer I’expression des solutions en fonction du temps a 1’aide de fonctions usuelles.
Il est toutefois possible de montrer que les solutions sont périodiques et cela constitue un résultat
typique que nous chercherons a démontrer dans le cadre d’une étude qualitative.

Modele de compétition de Lotka Volterra

Le modele « proie-prédateur » ne doit pas étre confondu avec un autre modele associé aux noms de
Lotka et de Volterra : le modele de compétition. Il s agit 1a de modéliser I’évolution des populations
de deux especes se partageant une méme ressource. Les équations sont alors les suivantes : Les
équations sont les suivantes :

x1(2) 4+ ox (1)
K

x1(t) + apx; (1)
K>

xXj(t)=rx ()| 1—
xX5(t) =raxa(t) | 1—

ol x;(¢) est le nombre de d’individus de I’espece i au temps 7. Les coefficients r; et K; correspondent
comme dans le cas du modele de Verhulst, aux taux de croissance intrinseéque et aux capacités de
charges respectives des deux especes. De plus, le coefficient ) correspond a I’effet de I’espece 1 sur
I’espece 2 et inversement, le coefficient ¢ correspond a I’effet de 1’espéce 2 sur ’espece 1.

Selon les valeurs des parametres, I’une des deux espeéces va disparaitre ou il y aura, dans certains
cas, coexistence des deux especes. Les effectifs des deux populations vont alors converger vers des
effectifs limites (correspondant a des points d’équilibres). La aussi, cet exemple de convergence est
typique des résultats qu’une étude qualitative permet d’établir.



Modele SIR en épidémiologie

Ce modele est tres utilisé en épidémiologie et il permet par exemple de modéliser 1’impact d’un
confinement d’une population sur la propagation d’une épidémie. On considére une population de
taille N (constante) et on note :
. S(t) est le nombre de personnes susceptibles d’étre infectées a I’instant # (on parle en général
de « personnes susceptibles »).
. I(z) est le nombre de personnes infectées.
« R(t) est le nombre de personnes retirées de la transmission par suite d’un confinement, d’une
guérison ou d’un déces.
OnaN = S(t)+1(t) + R(z) et on suppose que N est suffisamment grand pour que le phénomene soit
modélisé par un systeme différentiel (on oublie pour ainsi dire le fait que N doit étre un entier et on
peut considérer les fonctions S, I et R comme étant des fonctions dérivables a valeurs réelles). La
population est ainsi divisée en trois compartiments.

E—O—

On considere qu’il n’est pas possible de passer du compartiment R au compartiment S. Autrement
dit, une personne ne peut pas étre infectée plusieurs fois.

On note a > 0 le taux de contact effectif. C’est le produit du nombre de contacts moyen qu’une
personne a par unité de temps et la probabilité de transmission lors d’un contact entre une personne
infectée et un personne susceptible.

Lorsqu’une personne susceptible rencontre une personne, la probabilité que cette personne soit infec-

tée est N Ainsi, par unité de temps, une personne susceptible sera infectée avec une probabilité de

! R : I
a x — et le nombre de nouvelle infection en un petit temps dt sera donc a x —Sdt.
Par ailleurs, on suppose que le temps passé dans le compartiment / est une variable aléatoire suivant
une loi exponentielle de parameétre b>0. Par conséquent, le temps moyen resté dans le compartiment
I est — et chaque personne infectée a donc une probabilité bdr de passer dans le compartiment R. Au

final, on obtient le systeme différentiel suivant :

—aS—
/A
— =aS— — bl
N
— =bl
dr

On ajoute enfin les conditions initiales suivantes :
SO0)=N—1I, 1(0)=I, R(0)=0.

Une étude qualitative permet alors de montrer que ce systeme admet une unique solution définie pour
tout temps ¢ > 0 et de déterminer la taille finale des différents compartiments (on peut par exemple se
poser la question de savoir si toute la population aura été infectée), le moment du pic épidémique, la
taille du pic épidémique, etc.. Nous verrons de plus que ce modele présente la particularité d’admettre
une infinité de points d’équilibre.



Chapitre 1

Equations différentielles scalaires

linéaires

Définition 1.1 — Intervalle

Dans le cadre de ce livre, un intervalle de R désigne un ensemble ayant I’'un des neuf types
suivants (oUA,BERetA < B):

Jmoosteo] Jeos Al |—eosA] A o]
[A;+eo[ JA;B[ [A;B[ ]A;B] [A;B]

En particulier un singleton n’est pas un intervalle.

1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 i coefficients constants

Il s’agit de chercher I’ensemble des fonctions x définies et dérivables sur un intervalle / telles que
pour tout ¢ € I, x’(x) = ax(t) + b(t) (ot a € R et b est une fonction continue sur /). On commencera

par traiter le cas plus simple ol b est la fonction nulle.

1. Résolution de x' (1) = ax(r)

Proposition 1.1

Soit a € R. Soit x une fonction définie et dérivable sur un intervalle /. Alors la fonction x
satisfait,
pour tout ¢ € 1, x'(t) = ax(¢) (1.1)

si, et seulement si, il existe C € R tel que pour tout 7 € I, x(r) = Ce“.

11
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Démonstration.

Ve el, ¥ (t) = ax(t)

Vel X (t)—ax(t) =0

Viel, e (X (t)—ax(r)) =0 (carViel, e “ #0)

Viel, e X (t)—ae “x(t) =0

vtel, (ef‘”x(t))/ =0

La fonction  — e~ “x(t) est constante sur /  (car [ est un intervalle)
JC e R tel que Vr €1, x(1) = Ce”.

rreeey

O]

On dit que I’équation différentielle (1.1) est linéaire, a coefficient constant et homogene (on dit aussi
« sans second membre »). La propriété d’une telle équation réside dans le fait que 1’ensemble de
ses solutions est stable par combinaisons linéaires : si x; et xp sont deux solutions de 1’équation
¥/ (t) = ax(t), alors pour tous A1, Ay € R, Ad1x1 + A,x; est également une solution '. En effet, pour tout
tel,

(Mx1 +2Ax0) (£) = AxX(t) + Apxh(2)
= A (axi(1)) + Az (axz (1)) (car x7 et xp sont solutions)
= alxi(t) +alaxa(t)
= a(Mxi(t)+x (1)),

ce qui signifie exactement que A;x; + Axx; est solution de I’équation différentielle x'(r) = ax(t).

2. Résolution de X' () = ax(r) + b(t)

Nous considérons maintenant le probléme non homogene (ou "avec second membre"), de la forme
X' (t) = ax(t) + b(t) pour ¢ € I, pour une fonction continue b pouvant ne pas étre identiquement nulle.
Contrairement au probléme (1.1), la propriété de stabilité des solutions par combinaison linéaire n’est
plus vérifiée des qu’il existe 7 € I tel que b(t) # 0. Stricto sensu, seules les équations homogenes
peuvent donc étre qualifiées de linéaires. Par abus de langage, les équations de la forme x'(r) =
ax(t) +b(t) seront tout de méme qualifiées de linéaires 2. On va d’ailleurs voir que leur résolution se
ramene a la résolution d’équations homogenes.

Proposition 1.2

Soient a € R, I un intervalle de R et b une fonction continue sur /. Soit x une fonction définie
et dérivable sur un intervalle /. Alors la fonction x satisfait,

pour tout € I, x'(t) = ax(t) + b(¢) (1.2)

si, et seulement si, il existe C € R et une solution f; de (1.2) (dite "solution particuliere") tels
que pour tout ¢t € I, x(t) = fo(t) +Ce™.

Démonstration. Soienta € R et b € R et soit fp une solution de (1.2) (cela signifie que fj = afy+b).

1. Autrement dit, ’ensemble des solutions de x’(¢) = ax(¢) est un espace vectoriel de dimension 1, engendré par la
fonction # + e.
2. Le terme correct serait plutot affine.
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Ainsi,
x est une solution de (1.2) <= x' =ax+b
X —ax= fg—afy
X —ax=b
X — fy—ax+afy=0
(v fo) —alr— fy) =0
(x—fo) est solution de x' = ax
Viel, (x— fo)(t) = Ce” (avec C € R)
Ve el, x(t) — fo(t) = Ce” (avec C € R)
Ve el, x(t) = fo(t) +Ce” (avec C € R)

rreereny

O]

Remarque. Il est généralement bien connu des lycéens que les solutions d’une équation différen-
tielle de la forme X' + ax = b (avec a,b € R des constantes réelles) sont les fonctions de la forme

x(t) = Ce* — —. Il s’agit simplement d’un cas particulier de la proposition 1.2. En effet, la solution
a

. o . . b
particuliére de I’équation différentielle est, dans ce cas, la fonction constante fy(t) = ——.
a

D’apres la proposition 1.2, pour résoudre une équation différentielle de la forme x'(r) +ax(t) = b(t), il
suffit de déterminer une solution particulieére fy pour en déduire 1’ensemble des solutions. En général,
la recherche d’une solution particuliere se fait néanmoins a I’aide d’une méthode que I’on justifiera
plus loin. Cette méthode est appelée méthode de la variation de la constante et consiste a chercher
une solution de la forme fy(¢) = C(t)e”. Elle tire son nom du fait que, par rapport a I’équation homo-
géne x'(1) = ax(t) dont les solutions sont de la forme  — Ce™, on cherche ici une solution ot I’on
a remplacé la constante C par une fonction.

Méthode — Résolution de x'(t)=ax(t) + b(t)

. Onrésout X' (1) = ax(t) (appelée équation homogene Ep)

. On cherche une solution particuliere avec la méthode de la variation de la constante :
une solution sous la forme C(t)e®.

. On en déduit I’ensemble des solutions de x’(t)=ax(r) + b(r) a I’aide de la proposition
1.2

Exemple. Résoudre x'(t) = —3x(¢) +¢ sur R.

Solution :
. Onrésout X' (1) = —3x(¢) (EH).
Les solutions de (EH) sont les fonctions

x(t) = Ce ™ (CeR).

. On cherche une solution particuli¢re de la forme x(t) = C(t)e ™.
Onax'(t)= (C'(t)—3C(t))e™
Ainsi,
X(t)=-3x(t)+t <= (C(1)-3C(t))e " =-3C(t)e ™ +1 (1.3)
— C(t)=te" (1.4)
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t 1
Une intégration par partie permet d’obtenir C(¢) = <3 — 9> e,

Au final, une solution particuliere est donnée par

N

folt) = €0 =5 -

. L’ensemble des solutions de (1.2) est donc :

1
YE:{tr—>Ce3t+;—9,C€R}

Remarque. C’est la simplification observée a la ligne 1.4 qui a permis de déterminer C(t). On a
en effet obtenu une équation différentielle qui ne faisait plus apparaitre simultanément C'(t) et C(t)
mais uniquement le terme C'(t). Autrement dit, on s’est ramené a trouver une primitive de la fonction
t — te’l. Cette simplification constitue le ceeur de la méthode « de la variation de la constante » et
se produira toujours. Dans le cas o le terme en C(t) ne se simplifierait pas, cela signifie d’ailleurs
qu’une erreur de calcul a sans doute été commise.

3. Détermination pratique de solutions particulieres

La méthode de la variation de la constante est générale et fonctionne a tous les coups. Dans le cas de
I’équation x'(r) = —3x(¢) +1, il n’était cependant pas indispensable de I'utiliser. En effet, le second
membre (la fonction définie par b(¢) = 1)) étant polynomial, il est naturel de chercher une solu-
tion particuliere sous la forme d’une fonction polynomiale. De mani¢re générale, dans le cas d’une
équation de la forme x'(r) = ax(t) + b(t) (avec a une constante réelle) et lorsque b est une fonction
« classique », il n’est pas toujours nécessaire d’appliquer la méthode de variation des constantes.
« Si b(t) est une fonction polynomiale, on cherche une solution particuliere sous la forme d’un
polyndme de méme degré que b.
. Si b() est une fonction trigonométrique (en cos(or) ou sin(ar)), on cherche une solution
particuliere sous la forme x(7) = Acos(at) + Bsin(at).
. Sib(t) est de la forme b(t) = P(t)e™ (ce qui inclus le cas ol P est constant), on cherche une
solution particuliere de la forme x(¢) = Q(t)e® ou Q est un polynéme. En général, on cherche
0O de méme degré que P, sauf dans le cas ou o = a (le coefficient de 1’équation différentiel)
ou I’on cherche alors Q de degré deg(P) + 1.
Ce genre d’astuces seront utiles dans les exercices de fin de chapitre.

2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 a coefficients fonctions
continues

On souhaite résoudre x'(r) = a(t)x(¢) + b(r) ol a et b sont des fonctions continues sur un intervalle /.
Cela signifie que 1’on cherche I’ensemble des fonctions x définies et dérivables sur / telles que pour
tout 7 € I, X' (t) = a(t)x(r) + b(t).

Comme dans le cas constant, on commence par traiter le cas ou b est la fonction nulle.
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1. Résolution de X' (1) = a(t)x(r)

Proposition 1.3

Soit A une primitive de la fonction a (elle existe car a est continue). Alors I’ensemble des
solutions de x/(t) = a(r)x(t) est donnée par :

{t —cetl) |C e R}

Démonstration. On reprend la démonstration de la proposition 1.2 en remplagant a par a(t) et donc
at par A(t). Plus précisément :
Vi el, X (t) = a(t)x(t)
Viel, X (t)—a
Veel, e 20 (X (1) —a(t)x(t)) =0 (carVr €1, e V) £0)
Viel, e X (1) —a(t)e ™ Dx(t) =0
/
viel, (e‘A(’)x(t)) =0
La fonction t — e_A(’)x(t) est constante sur /  (car / est un intervalle)
3CeR tel que Vr €1, x(t) = CAD).

[ A

Exemple. Résoudre x'(¢) = tx(z).

Solution : ,
Les solutions sont les fonctions de la forme x(r) = Ce= (ot C € R).

2. Résolution de x'(7) + a(r)x(t) = b(1)

Proposition 1.4

Soient a et b des fonctions continues sur un intervalle /. On considére I’équation (1.2) : x'(7) =
a(t)x(t) + b(t). On suppose qu’il existe une solution fj de I’équation (1.2). Alors I’ensemble
des solutions de 1’équation (1.2) est :

{t — fo(t) +CerD|C e R} .

Démonstration. La preuve est laissée au lecteur. Elle est en tout point similaire a celle de la proposi-
tion 1.2. u

En pratique, on utilise la aussi une méthode de variation de la constante en commencant par résoudre
I’équation homogene associée a 1I’équation différentielle (1.2) a résoudre.

Méthode — Résolution de x'(1)=a(r)x(t) + b(t)

. On résout I’équation homogene (Eg) : X/'(t) = a(t)x(t).

« On cherche une solution particuliere avec la méthode de la variation de la constante :
une solution sous la forme C(t)e(®).

« On en déduit I’ensemble des solutions de x'(¢)=a(t)x(t) + b(t) a 1’aide de la proposi-
tion 1.4
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2

Exemple. Résoudre x'() = tx(1) + e sur |0; oo,

Solution : )

. Les solutions de I’équation homogene sont de la forme x(7) = Ce? (avec C € R).

« On cherche une solution particuliere de (1.2) de la forme x(r) =C (t)e% Onax'(t)=(C'(t)+1) e
Ainsi, on obtient que C vérifie C'(t) = 1 et C(¢) =t convient (on rappelle qu’il suffit de trouver
une solution).

Au final, une solution particuliere de (1.2) est la fonction
2

fo(t)=te?

. L’ensemble des solutions de (1.2) est donc :

72 12
SE = {t —Ce? +te 2,C€E R}

3 Probleme de Cauchy

Soit I un intervalle de R et #y € 1. Soit xg € R, soita: I —» R et b : I — R des fonctions continues.
On appelle probleme de Cauchy le probleme consistant a chercher une fonction x : I — R satisfai-
sant les conditions suivantes :

* x est dérivable sur /
*x Vrel, X (t)=a(t)x(t) +b(t) (1.5)
* x(lo) = X0

Proposition 1.5 — Formule de Duhamel

Le probléme de Cauchy (1.5) admet I’unique solution suivante :

t
viel, x(t)=xper? +/ A=A p(5)ds (1.6)
4}

t
ouA(t) = / a(s)ds est la primitive de a s’annulant en 7.
fo

Démonstration. On procede par analyse-synthese.

. Analyse : Soit x : I — R une solution du probleme. Pour tout 7 € I, x'(t) = a(t)x(t) + b(z).
En multipliant par e 4(") (o1 A est définie comme la primitive de @ s’annulant en f;), on
obtient : e AWx (1) —a(t)e Ax(r) = e AWh(r).

On pose y(t) = e 4Wx(r) (vt 1.

L équation différentielle est donc équivalente a y'(r) = e A)b(1).
En intégrant, on obtient : ftf) Y (s)ds = ftf) e A)b(s)ds

Par conséquent, y(t) — y(fp) = f;f) Ab(s)ds

et finalement Vr € I,  x(t) = xoe’®) + ftf) A=A p(s)ds.

. Synthése : on vérifie que la fonction définie par x(z) = xpet") + ftf) A=A (s)ds est bien
solution du probléme de Cauchy (1.5).

Il est immédiat de voir que x étant ainsi définie, on a bien x(fy) = xo. De plus, pour montrer
que X'(t) = a(t)x(t) + b(t) pour tout ¢ € I, il convient de se rappeler qu’une fonction de la
t

forme ¢t — / f(t)dt est dérivable et admet pour dérivée f. On utilise alors la formule de
1

0
dérivation des fonctions composées afin d’établir le résultat. Le détail du calcul est laissé au
lecteur.
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O

Remarque.
« Dans la formule de Duhamel, le terme xoe*") correspond a la solution du probléme homogéne
X' (t) = a(t)x(t) telle que x(ty) = xo.

t
Dans la formule de Duhamel, le terme / Al )_A(S)b(s)ds correspond a la solution de |’ équa-
1

0
tion différentielle x'(t) = a(t)x(t) + b(¢) telle que x(ty) = 0. Dans le cas ou xo # 0, il ne s’agit
en revanche pas d’une solution du probléme de Cauchy (1.5).

t
Attention, méme lorsque xy = 0, le terme eA(I)_A(S>b(s)ds la solution particuliere trouvée
To

avec la méthode de la variation de la constante ne correspondra pas nécessairement au se-
cond terme de la formule de Duhamel (voir [’exemple suivant).
En observant la formule de Duhamel (1.6), on se rend compte que le second terme peut mettre

mis sous la forme
t
</ eA(s)b(s)ds> AW
fo

(car e*V) ne dépend pas de s et peut donc étre sorti de Uintégrale par linéarité). On retrouve ici
le fait qu’une solution particuliére de I’équation X' (t) = a(t)x(t) + b(t) s obtient en multipliant
AW (Pexpression de la solution de I’équation homogéne) par une certaine fonction. Cela
vient donc justifier la méthode de la variation de la constante exposée précédemment. De ce
fait, ’application de la formule de Duhamel ou de la méthode de la variation de la constante
nécessite un nombre de calculs sensiblement identiques et de méme difficultés.

Exemple. Résoudre le probleme de Cauchy suivant :
1
t
2

X (1) =
x(1)

Solution 1 (avec la méthode de la variation de la constante) :

x(t)+12 Yt €]0;4o0]

1
. Les solutions de 1’équation homogene X' (1) = ;x(t) sont de la forme 1 — Ce™") = Cr.
« On cherche alors une solution particuliere de la forme x(¢) = C(z)t.
Onax'(t)=C'(t)t+C(1).
Ainsi,
/ 1 2
Vi>0, x(t)=—-x(t)+t

1
Vi>0, C()t+C(1) = ;C(t)tﬂz

= Wt>0, C(t)=t
2
vt >0, C(t):%—i-k (ke R)

Une solution particuliere est donc donnée par x(r) = 3 (en prenant par exemple k = 0).

1 3
. Les solutions de I’équation x’'(1) = ;x(t) 4% sont de la forme x(t) = Ct + 7 (avec C € R).

. I suffit donc de déterminer la valeur de C pour laquelle x(1) = 0 (la proposition 1.5 assure

1
qu’il en existe une unique). En posant 7 = 1 dans I’expression de x(z), on obtient 2 = C + 5 et



CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES SCALAIRES LINEAIRES

3
donc C = —.
onc 5

3t+13

En définitive, la solution du probleme de Cauchy cherché est la fonction ¢ —— 5

Solution 2 (avec la formule de Duhamel) :
1 r1
Onaaf(r) = " (donc A(r) = / —ds =1In(t)) et b(t) =12
1S

D’apres la formule de Duhamel, la solution du probleme de Cauchy est la fonction définie par
t
x(t) = x4 / A6 p(s)ds
1o
_ o) / " Jn()—In(s) 2 7
1
It

= 2+ [ -s%ds
1 8
t

= 2t+t/sds
J1

N

2t
= 2t+t d
e

3t+13
2

et I’on retrouve bien la méme expression que précédemment.

18

Remarque. Attention! Une erreur classique lorsque l'on résout un probleme de Cauchy est de
déterminer la constante C a partir de ’expression des solutions de 1’équation homogéne. Cela
n’a pas de sens étant donné que ces fonctions ne sont pas solutions de 1’équation différentielle
X' (t) = a(t)x(t) + b(¢). Il faut donc bien veiller a déterminer la constante C a la fin, a partir de

I’expression totale des solutions.

4 Equations différentielles linéaires homogeéne d’ordre deux a coeffi-

cients constants

Le cas des équations différentielles scalaires d’ordre 2 peut facilement se ramener a un systéme
différentiel d’ordre 1 et sera I’objet du chapitre suivant. Le résultat de cette partie est néanmoins tres

classique et mérite d’étre connu.
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Proposition 1.6

Soient a,b,c € R. On pose A = b> — 4ac. On considére 1’équation différentielle (sur R) sui-
vante :

Vi € R, ax(t) +bx'(t) +cx(t) = 0. (1.7)

. Si A > 0, I’ensemble des solutions de (1.7) sont les fonctions de la forme :
x:it— Cre"" +Cre™

oll 7| et r; sont les solutions de ax* + bx+c¢ = 0.
. Si A =0, I’ensemble des solutions de (1.7) sont les fonctions de la forme :

X1t — Cre™ 4 Cyte™

ol ry est I’unique solution de ax? + bx+c = 0.
. Si A <0, I’ensemble des solutions de (1.7) sont les fonctions de la forme :

x:t+— Cycos(Bt)e™ + Cysin(Br)e™

ot o +if3 et o — if sont les deux solutions de ax® +bx+c = 0.

Démonstration.
. Supposons A > 0. Il est immédiat de vérifier que les fonctions t — €™’ et t — €™’ sont bien
des solutions de 1’équation (1.7). Par linéarité du probleéme, toutes les fonctions de la forme
t — C1e"" 4+ Cpe™" sont donc également solutions.
On va montrer que ce sont les seules.
On considere donc une fonction dérivable x : R — R solution de (1.7). En s’inspirant des
équations d’ordre 1, on pose y(t) = ¢ "1"x(¢). On obtient alors

ay” + (2ar; +b)y + (ar? 4+ br +c)y = 0.
En utilisant le fait que 7 est une racine de ax® + bx + ¢, on a donc :
ay” + (2ar, +b)y' =0.

Ainsi, y’ est solution d’une équation d’ordre 1 a coefficients constants. On a donc y'(1) =
Cel=21=4) = el
Finalement, cela implique y(r) = Cje">~"1)" 4 C; et donc que

x(t) = Cre" + Cre™

. Supposons A = 0. La aussi, il est immédiat de vérifier que toutes les fonctions de la forme
t — C1e" + Cyhte’™ sont bien solutions.
On considere ensuite une fonction dérivable x : R — R solution de (1.7). En posant y(r) =
e~ " x(r), on montre que y”(¢) = 0 et donc que y est affine, d’ou le résultat.

. Supposons que A < 0. On vérifie que toutes les fonctions données sont bien solutions de
I’équation différentielle.
Pour montrer que ce sont les seules, on va s’intéresser a la résolution complexe de 1’équation
différentielle ax” (t) + bx'(t) + cx(t) = 0.
On rappelle qu’une fonction a valeurs complexes x : t € [ — x(t) € C est dérivable si, et
seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire sont des fonctions dérivables (réelles)).
Dans ce cas, on a de plus X’ = (Re(x))' +i(Im(x))".
En fait, I’ensemble des fonctions a valeurs complexes x : R — C vérifiant cette équation sont
les fonctions de la forme

x(t) = C1el TP L Crel®= B (C),Cy € ),
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la preuve étant identique au cas A > 0.
11 suffit alors d’écrire :

Ci+C, . : Ci—C . .
x(t) — o™ <1;—2(elﬁl+e—lﬁl‘)+ 1 . Z(elﬁz _e—zﬁt)>

=¥ ((Cy+ Cy)cos(Bt) +i(Cy — C2) sin(PBr)) .

Comme on cherche une fonction a valeurs réelles, on a nécessairement x(0) € R et x (%) eR,
ce qui impose C; +C; € Ret i(C; —C,) € R, ce qui donne bien le résultat annoncé.
]

Exemple. Résoudre I’équation différentielle : x”(¢) +x/(¢) +x(¢) = 0.
Solution :
L’équation caractéristique associée i I’équation différentielle est x> +x+ 1 = 0.

1+iV3 1—-iV3

etrn = .
2 2

On a A = b? —4ac = —3. Les deux solutions sont | =
D’apres la proposition 1.6, les solutions sont donc les fonctions de la forme

3 : 3 '
x(t) = Ci cos ([t) e2 +Cysin <\2ft> e? (avec C1,C; € R)

Remarque. On peut, de maniere similaire aux équations différentielles d’ordre 1, résoudre un pro-
bleme de Cauchy. Afin de déterminer une solution de maniére unique, la seule donnée de la valeur de
x(t9) est insuffisante. Les conditions initiales doivent également comprendre la donnée de la valeur
de x'(ty). Ce résultat sera retrouvé dans les chapitres suivants.

Histoire — Equations différentielles d’ordre 2

La deuxieme loi de Newton explique toute I’importance des équations différentielles linéaires
du second ordre pour la physique. Dans le cas ou les coefficients sont non constants, il n’existe
cependant pas d’expression générale des solutions. Cela explique pourquoi les mathématicien-
ne-s ont cherché, au XIxe si¢cle, a exprimer les solutions en fonctions de solutions d’équations
différentielles particulieres (fonctions d’Airy, fonctions de Bessel, efc.). Dans le cas ol I’on
connait une des solution, le Wronskien permet en outre de trouver toutes les solutions (voir
chapitre suivant).




CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES SCALAIRES LINEAIRES 21

Exercices

Exercice 1. Equation d’ordre 1 a coefficient constant
Résoudre les équations suivantes sur 1’intervalle /.

1. X(t)=—=x(t)+7surI =R
o2
2. X (1) =2x(t) + - sur [ =]0;+o0]

1
3. X(t) = Ex(t) +t2sur/=R
7[

4, X' (t)+x(t) = 1_*_32sur1 R

5. X(t) =x(t) —te' sur [ =R
x(t)+sin(2t) sur I =R

Exercice 2. Equation d’ordre 1 i coefficient variable
Résoudre les équations suivantes sur I’intervalle /.

1. x’():e’x()surI:R
3. ’()—3tx(t)—5tsurI:R
4. X(r) =tan(t)x(r) +sin(t) sur I = | -5 5[

—|—ln( ) sur I =]0; o]

Exercice 3. Principe de superposition

1. Soita € R. soit by : I — R et by : I —> R deux fonctions continues un intervalle /. Montrer
que si x| est solution de x'(¢) = ax(¢) + by (¢) sur I et si x; est solution de x'(¢) = ax(t) + by (t)
sur 7, alors xj + x; est solution de x'(¢) = ax(t) + by (t) + by () sur I.

2. Application : résoudre I’équation x’(t) = 3x(r) + cos(t) — sin(5¢).
3. Le principe de superposition démontré a la question 1 reste-t-il valable dans le cas ol a est une
fonction continue sur / ?
Exercice 4. Equation d’ordre 2 a coefficients constants
1. Résoudre les équations suivantes sur R.
(@) X" (¢r)+5x(t) —3x(r) =0
(b) X"(t)+x'(t)+x(t) =0
2. (a) Enoncer et démontrer une proposition similaire 4 la Proposition 1.2 pour les équations dif-

férentielles d’ordre 2. Appliquer ensuite ce résultat pour résoudre les équations suivantes
sur R.

(b) X'(t) —2x' (1) +x(t) =2+ 1
(¢) X"(t)+3x(t) —x(t) = &*
Exercice 5. Problemes de Cauchy
1. Résoudre sur I = R I’équation x’(t) +x(t) =t +2 avec x(0) =0
2. Résoudre sur I = R I’équation x'(¢) = 2x(t) +te* avec x(0) = 0
— qin2 —
() + cos(t)x(r) = sin*(t) avec x (§) =0
(1) +5x(t) =0 avec x(0) =0et X' (0) = 1.

3. Résoudre sur I =]0; x| I’équation sin(z)x’

4. Résoudre sur I = R I’équation x” (z) + 3x’
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Exercice 6. Résoudre, pour a € R et b € R, I’équation différentielle ordinaire

Vi €]0, 4o, X'(t) + %x(l‘) = t%’ avec x(1)=1.

Exercice 7. Résoudre sur I = R 1’équation x'(¢) + 2x(r) = sin(r) avec x(0) = 0 en appliquant la
formule de Duhamel. Que peut-on dire de la complexité des calculs ?



Chapitre 2

Systemes différentiels linéaires a

coefficients constants

1 Premiers résultats

1. Définition du probléme

Soit n € N*. Soit I un intervalle de R.
Soit A = (a;;)1<ij<n € Mn(R). Soit £y € I, soit X € R”.

X1
Probleme : On cherche une fonction X :1 € I — | : | € R" satisfaisant les conditions suivantes.

Xn

* X est dérivable sur I (ce qui signifie que V1 < i < n, x; est dérivable sur /)

x Vrel, X'(t)=AX(r) (2.1
*x X)) =Xx©
Remarque.

. Le cas de la dimension n = 1 a été traité dans le chapitre précédent.
. En introduction, le cas du systeme RLC donne un exemple de probléeme menant a un systeme

_R 1
différentiel linéaire a coefficients constants. La matrice du systeme était A = < 1L 5C>

Résoudre X'(r) = AX (1) revient a déterminer n fonctions réelles (x;)1<;<, satisfaisant aux n équations
différentielles suivantes :

n
V1<i<n, x;(t): Za,jxj(t)
=1

Dans le cas ou A est diagonalisable, on va voir qu’il sera possible de « séparer » les variables afin
d’obtenir des équations dans lesquelles une seule fonction x; apparait.

23
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2. Cas diagonalisable dans R

Supposons que A soit diagonalisable dans R. Il existe P € GL,(R) et il existe 4;,...,4, € R (pas
nécessairement deux a deux distinctes) telles que

M
A2
A=PDP ! avecD=
An

Soit X : I — R" dérivable. On pose Y (t) = P~'X(t). Alors Y est une fonction dérivable, car chacune
de ses composantes est une combinaison linéaires des fonctions x;. On a donc

X'(1)=AX(t) <= X'(t)=PDP'X(z)

—_

— P 'X'(t)=DP'X(¢)
<~ Y'(t)=DY(t)
— VI<i<n, yit)=2Nyit).

On résout alors, pour tous 1 < i < n, y(t) = Awyi(t) avec la condition initiale y;(to) = (P~'1X(©))
On obtient ainsi :

i

yilt) = (P—‘X<°>) M=),

1

Cela donne
el| (l‘—t())
elg([—lo)
Y(t) = P x©
ot —10)
et donc
M=)
elz(tfto)
X(1)=PY(t)=P . P'x©
eln(tfto)
Si on note (vy,...,v,) la base de vecteurs propres dont la matrice de passage est P, on voit que
el] (tft())
e/lz(t—zo)
P = Mat(e’Ll (1=t0)y - eP2(1=10)y,, - ;e’l"(’*t")vn).
e}'n (t_t())
En multipliant ensuite cette matrice par le vecteur P~'X(©) a droite, on voit que X (t) est une combinai-
son linéaire des colonnes de Mat(e’“ (1=t0)y - eP2(1=10)y,, - ;el"(’*“))vn). On aboutit donc au résultat
suivant :
Proposition 2.1
Soit A € .#,(R) une matrice diagonalisable. On note A;,...,4, ses valeurs propres (non né-

cessairement distinctes) et vy, ...v, une base de vecteurs propres de A. Alors les solutions du
systeme différentiel X’(r) = AX(¢) sont les fonctions de la forme

n
X(t) =Y, Cre™'ve  (avec Cx € R pour tout k € {1,...,n}).
k=1
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Remarque. Par analogie avec le probleme homogene scalaire a coefficient constant ou la solution

était e/110)x, on a envie de définir la matrice
el] (tft())

elz (l‘—l())
P ) P!, comme étant exp(A(t —tp)).

e?L,, (t—19)

Remarque. Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable en base orthonormée (théoréme spec-
tral). Dans le cas ont A est une matrice symétrique, la méthode de résolution par diagonalisation
fonctionne ainsi a coup siir.

3. Lien avec les équations différentielles scalaires linéaires d’ordre n

La résolution des équations différentielles scalaires linéaires et homogenes d’ordre n peut se ramener
directement a la résolution d’un systéme différentiel.
En effet, supposons que I’on souhaite résoudre 1’équation différentielle suivante :

X0 + a1 x4+ aix +apx(r) = 0. (2.2)

On pose X (t) =

x(nfl) (t)
Ainsi, x est solution de (2.2) si, et seulement si,

x//(t)
X/(l): . )
—ap 1 x"Y — L —a —apx(1)
c’est-a-dire
0 1 0 0
X'n=| - .o |X®
0 .. ... 0 1
—ap —ar ... ... —Qp—1

ce qui signifie justement que la résolution de (2.2) est équivalente a la résolution d’un systeme linéaire
(a coefficients constants) de taille n x n.

4. Trajectoires et portrait de phase, points d’équilibre

On donne enfin dans ce paragraphe une série de définition portant sur les solutions des systemes
diftérentiels et de leurs propriétés. On suppose que / =R et #p = 0.

Définition 2.1 — Points d’équilibre

On appelle point d’équilibre du systeme différentiel X'(z) = AX(¢), tout élément du noyau de
la matrice A, c’est a dire tout point X e R" tel que A M =o.
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Définition 2.2 — Points d’équilibre stables

On appelle point d’équilibre stable du systeme différentiel X' () = AX(r), tout point d’équilibre
X (1) € R” tel que, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout X(*) € B(X(1), §), 1a solution
du probleme de Cauchy X'(t) = AX(t), avec X (0) = X(0), vérifie X (r) € B(X'V), £) pour tout
t >0.

Définition 2.3 — Points d’équilibre asymptotiquement stables

On appelle point d’équilibre asymptotiquement stable du systeme différentiel X'(z) = AX (z),
tout point X(!) € R point d’équilibre stable du systéme différentiel, et tel qu’il existe p > 0
tel que, pour tout X(©) € B(X(1), ), la solution du probleme de Cauchy X'(r) = AX(t), avec
X(0) = X©), vérifie

limX (1) = X1,

[—ro0

Définition 2.4 — Trajectoires (ou orbites)

On appelle trajectoire (ou orbite) du systeme différentiel X'(#) = AX(¢), un sous-ensemble .7
de R” tel qu’il existe une fonction dérivable X : I — R" avec X'(r) = AX(t) pour toutz € I et

T ={X(t),t€l}.

Remarque.
. Si XU est un point d’équilibre du systeme différentiel X'(t) = AX(t), alors {XV} est une
trajectoire.
« En général, lorsqu’on trace les trajectoires dans R", on ajoute des fleches pour indiquer le
sens de parcours.

Définition 2.5 — Portrait de phase

On appelle portrait de phase du systeme différentiel X'(r) = AX(¢), ’ensemble de toutes les
trajectoires du systeme différentiel.

Exemple. On consideére 1’équation x'(¢) = ax(¢) en dimension 1 (ot a € R).
. Sia =0, tous les points x € R sont des points d’équilibre. Les solutions sont les fonctions
constantes et le portrait de phase est constitué de tous les singletons {a} (avec a € R).
. Sia> 0, le seul point d’équilibre est x = 0. De plus, les solutions sont de la forme x(¢) = Ce“.
Dans le cas C > 0, la trajectoire est {Ce®,t € R} =]0;+oo[. Dans le cas C < 0, la trajectoire
est {Ce”,t € R} =] —0;0].
Finalement, le portrait de phase est constitué des trois trajectoires suivantes :

{10} 5] —2030:10; o[}

. Sia >0, le seul point d’équilibre est également x = 0. En raisonnant comme dans le cas a > 0,
le portrait de phase est constitué des trois trajectoires suivantes :

{10} 51— o030310; <[}

L’orientation est néanmoins différente.

Le point d’équilibre x = 0 est ici un point d’équilibre asymptotiquement stable (contrairement au cas
a>0).
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2 Systemes différentiels en dimension 2

On souhaite résoudre le systeme différentiel X’'(r) = AX(¢z) sur I = R avec la condition initiale

X (1)) = X lorsque A = <Ccl Z) e /- (R) et X(© € R2. On notera X (1) = (;(1 Eg) les compo-
2

santes de X (7).

Remarque. Si X'(t) = AX (1), le systéme s’écrit

X{(l‘) =aXj (l) +bX2(l‘)
le(l) =cX] (l) +dX2(t)

1l est alors facile d’établir que X, vérifie X{ (t) — (a+d)X{(t) + (ad — bc)X, (1) = 0.

La résolution des équations du second ordre a coefficients constant (Chapitre 1, partie 4) donne
alors Uexpression de X, (t) (idem pour X,(t)). Il n’est en fait pas anodin de remarquer que ’équation
caractéristique associée a cette équation d’ordre deux (x* — (a+ d)x+ ad — bc = 0) est exactement
le polynome caractéristique de la matrice A. La suite de cette partie vise a retrouver ’expression de
X (1) et X»(t) en distinguant les cas selon les valeurs propres de A afin de comprendre le lien entre le
probleme de réduction matricielle et celui de la résolution d’un systeme différentiel linéaire.

Si A; et A, sont les valeurs propres de A (éventuellement complexes), le polynéme caractéristique de
A est
(X)) =X*—(a+d)X +ad —bc = X* — (A + )X + 1 As.

Son discriminant est A = (a +d)* — 4(ad — bc) = (a — d)? + 4bc. On va distinguer les trois cas
suivants :

. A > 0: les valeurs propres de A sont réelles et distinctes

« A < 0: les valeurs propres de A sont deux nombres complexes conjugués (non réels)

. A=0:lamatrice A admet une valeur propre double (nécessairement réelle).

1. Cas A > 0: les valeurs propres A; et A, sont réelles avec A; # A,

Dans ce cas, la matrice A est diagonalisable dans R car son polyndme caractéristique est scindé a
racines simples. Ce qui a été fait précédemment s’applique et on a donc :

eM(t—to) 0 B
X@:Pﬂﬂ:P( . Mmmoplym

ou P désigne la matrice formée par les vecteurs propres de A.
On obtient ainsi le résultat suivant :

Proposition 2.2

Soit A € .#,>(R). Si A admet deux valeurs propres réelles distinctes, les solutions de X'(¢) =
AX (t) sont les fonctions X : R — R? de la forme :

¥ B Cl ellt dL Dlelzt
(t) - Czeﬁ,lt +D2€A'2t

ou Cy, (3, Dy et D; sont des réels.

Remarque. Les réels Ci, Cy, Dy et D, dépendent naturellement des conditions initiales to et X ),
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2. Cas A <0: les valeurs propres A; et A, sont complexes non réelles

Dans ce cas, comme A est une matrice réelle et donc que x4 € R[X], A, = Al

On commence par traiter un premier exemple simple ol x4 (X) = X>+ 1 :
. (0 1
a. CasouAd= (_1 0)

Le systéme a résoudre est
X{(1) =Xa(1)
X;(1) = =Xi(1)

Ainsi, si X est solution, en dérivant la premiere équation
Veel, X[(t)=x5(t) = —x1(2).

On en déduit que, pour toutz € R, x; (1) = Cicos(t —t9) + Dy sin(t — o).
Par suite, x () = x} (t) = —Cy sin(t — 1p) + D, cos(t — 1y).

Pour # = 19, on trouve avec les conditions initiales : C| = Xl(o) et Dy = Xz(o)-
(0) _ O o
Ainsi, X (¢) = X (O)CO.S(’ 0y +X2(O)Sln(t 1) '
—xy " sin(t —tg) + x5 cos(t —19)

Réciproquement, il est immédiat de vérifier que cette solution convient.

Avant de passer au cas général, on traitera I’exemple suivant, Iégérement plus compliqué, ot 4 (X) =
(a—X)>+ B2

b. Casou A= <_ocﬁ g)
Le systeme a résoudre est
{xa (1) = oy (1) = Bar)
X5 (1) = =B (1) + oxa (1)
Ainsi, si X est solution, en dérivant la premiere équation

Viel, x{(t)=ax|(t)—Bx5(t) = ox|(t) + Bx1 (1) — aBxs(2)

En multipliant la premiére ligne du systéme par o, on obtient : —0tfxa(t) = ax| (t) — o®x1 (t).
Finalement, x; vérifie I’équation différentielle suivante :

X (1) = 20, (1) + (62 + B2 () = 0

Le discriminant de cette équation est A = —48% < 0 et les deux solutions sont & + i et a —if3. Le
cas scalaire d’ordre deux permet de conclure que

x1(t) = e™ (Cycos(Bt) + Dy sin(Bt))

De méme
x2(t) = e™ (Cycos(Bt) + D, sin(Bt)).
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c. Cas général

L’étude du cas général se ramene au cas précédent a I’aide du lemme ci-dessous.

Soit A € .,(R) telle que y4(X) admet deux racines complexes conjuguées o + if3 et a — if3.

La matrice A est semblable a la matrice ( @ p )

_B o

. a b ) N . . . ) A
Remarque. SiA = <c d)’ d’apres les relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme,

Tr(A
o r( ):a—l-d

2
2 7 et Q>+ B2=MA =det(A) donc PB*=—bc— <a2d> .

Démonstration. Les valeurs propres (complexes) de A sont o + i3 et o —if3.

On remarque que si v; € C2 est un vecteur propre pour la valeur propre « -+ if3, le vecteur vy est un
vecteur propre pour la valeur propre o —if3.

Ainsi, en posant w; =v| +V| € R2 et wy = i(vi—vp) € R?, ces vecteurs forment une base de R? et :

Awy =A(v1 +71) = (a+iB)vi + (o —iB)vi = awy + Bws
Awy = Ai(vi — V1) = (a+if)ivi — (a —if)ivi = —Bw; + aw,

Cela signifie exactement que, dans la base (w;,w,), la matrice de I’endomorphisme canoniquement

associé a A est a B . O]
_ﬁ o

Proposition 2.4

. a b
SoitA = (c d
et a — if3. L’ensemble des solutions de X’(¢) = AX(t) sont les fonctions X : R — R? de la
forme

) € > (R) telle que x4 (X) admet deux racines complexes conjuguées o + i3

Pouri=1,2  x;(t) =% (C,- cos(Bt) + D, sin(ﬁt)), (avec C;,D; € R).

d —d\’
Deplus,a:%etﬂzz—bc— <az )

Remarque. Dans le cas d’un systéme physique, on note souvent 3 = @ car cela correspond a la

pulsation du systeme (exprimée en Hz). Lorsque [’on néglige le terme d’amortissement (c’est-a-dire

2
a+d =0), le systeme est en effet périodique, de période T = o

De plus, on pourra retenir que le discriminant du polynéme caractéristique xa est A = —432.

. . . , N s (04 _
Démonstration. Supposons que X est solution. D’apres le lemme, A s’écrit A = P ( a) Pl

—B

o
_ B o
D’apres le cas précédent, on obtient I’expression de Y (¢). L’expression de X (¢) est alors identique
(les constantes sont néanmoins différentes) étant donné que les X;(¢) sont des combinaisons linéaires
des Y;(t).
Réciproquement, il est immédiat de vérifier que les fonctions données sont bien solutions.

Enfin, les expression de « et B en fonction de a, b, ¢ et d ont déja été établis (voir remarque page
29) O

Enposant Y () = P~'X(¢),Y'(t) = ( ﬁ) Y (1).



CHAPITRE 2. SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS 30

3. Cas A =0: une unique valeur propre Ay € R

Soit A € .#,(R) une matrice réelle ayant une valeur propre double Ay. Alors les solutions du
systeme différentiel X'(t) = AX(t), t € I sont les fonctions X : R — R? de la forme :

Pouri=l2  x;() = ™ <C,-t +Di), (avee C;, D; € R).

d
De plus, Ay = %.

Démonstration. Nous savons qu’il existe une matrice de passage P inversible telle que

A=PTP!,

T:(%O ;O), (a € R").

Nous posons Y () = P~!X(t). Nous avons alors

avec

Yit) = Aoyi(t) +aya(t)
W(t) = Aoyalt).

Donc y, (1) = Ce™', ce qui conduit 2
Yy (1) = Aoy (1) +aCe™.

L’étude des équations différentielles linéaires scalaires nous a permis de savoir que, dans cette situa-
tion, on trouve

yi (1) = M (C1t+D1).

En écrivant X (t) = PY (), nous obtenons le résultat recherché.

3 Le cas général : résolution a I’aide de I’exponentielle matricielle

1. Espace des solutions

Nous avons vu sur des cas particuliers comment résoudre le probleme (2.1). Le cas général est couvert
par la notion d’exponentielle de matrice, qui repose sur le théoréme suivant.
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Théoreme 2.6 — Exponentielle matricielle

Soit un entier n > 0. Il existe une fonction notée exp : .#,(R) — .#,(R) ayant les propriétés
suivantes :

1. exp(0,) =1d,;

2. Pour toute paire de matrices A, B € .#,(R) qui commutent (c’est-a-dire AB = BA), alors
exp(A + B) = exp(A) exp(B) et exp(A) et exp(B) commutent ;

Pour toute matrice A € .#,(R), A commute avec exp(A);
Pour toute matrice A € .#,(R), exp(A) est inversible et exp(A) ! = exp(—A).

L’ application exp est continue.

ey g W

L application r € R — exp(tA) € ., (R) est dérivable, et pour tout 7 € R,

% (exp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA)A

La preuve de ce théoréme fait I’objet de la section suivante. Revenons au probleme qui consiste a
X1

trouver une fonction X : ¢t € [ — | : | € R" qui satisfait (2.1). Pour tout ¢ € I, on a donc, par
Xn

multiplication a gauche par exp(—(t —19)A),

exp(—(1 —10)A)X' (1) — Aexp(—(t — 10)A)X (r) = 0.

On définit la fonction dérivable Y : I — R” par Y (¢) = exp(—(¢t —10)A)X (¢). L’égalité ci-dessus
exprime que pour tout z € I, Y'(¢) = 0. Donc le vecteur Y (¢) est constant pour tout 7 € I, donc égal a
Y (19) =1d,X© = X0 Comme les matrices A et —A commutent, on a

exp(—tA+1tA) =1d, = exp(tA) exp(—tA).

Donc
exp(tA)Y (1) = exp(tA) exp(—1A)X (1) = X (1) = exp(tA)X©).

On a donc trouvé une condition nécessaire sur la solution X (7). On vérifie immédiatement, au moyen
des propriétés de I’exponentielle, que cette condition est également suffisante, ce qui conclut la réso-
lution du probleme (2.1).

Remarque. Le calcul de I’exponentielle de matrice conduit aux mémes opérations que celles qui ont
été nécessaires dans les exemples de matrices A (diagonalisables, non diagonalisables,. . .) étudiés
dans les paragraphes précédents.

Théoreme 2.7 — Espace vectoriel des solutions

L’ensemble S des fonctions X : I — R” solutions de 1’équation X'(r) = AX(¢) est un espace
vectoriel de dimension 7.

Démonstration. La relation X (1) = exp(tA)X(©) permet de définir I’application linéaire suivante :
@:R"— 8, X — X avec X(r) = exp(tA)X?). Cette application est surjective. Elle est injective car
exp(tA) est toujours inversible. O
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2. Lien entre solutions complexes et solutions réelles

Soit A € #,(R). Soit Z: R — C".

Z est une solution (complexe) de X'(¢t) = AX(¢) si, et seulement si, Re(Z) et Im(z) sont des solutions
(réelles) de ce méme systeme. Or, si A € ., (R), et si Z est une solution complexe non réelle, alors
Z est également une solution et (Z,Z) forme une famille libre de solutions.

Ainsi, si on connait une solution complexe Z, on remplace la famille (Z,Z) par la famille (Re(Z),Im(Z))
(qui est également libre, la preuve est laissée au lecteur) pour obtenir les solutions réelles.

Comme I’espace des solutions réelles (vu comme un R-espace vectoriel) est de méme dimension que
I’espace des solutions complexes (vu comme un C-espace vectoriel), on obtient ainsi une base de
I’ensemble des solutions réelles.

Exemple. Déterminer une base des solutions (complexes puis réelles) du systeme différentiel X' (1) =

<_11 ‘Dx(z).

Solution :
Le polynome caractéristique est x4 (X) = (1 —X)2 +4. Ses racines sont A; = 1 +2iet A, = 1—2i. Un

2i . . s S
. Ainsi, deux solutions complexes linéairement indépendantes

vecteur propre associé a A; est )

sont données par :

Z1(t) = e1+20 (211) et Zo(t) =Zi(r) = ! 2 <_121> .
Finalement, une base de 1’espace des solutions réelles est :

Re(zi (1) = Re(za) =€ (i) ettm(zi(0) = -im(za(0) =& (2500,

4 Exponentielle de matrices

1. Remarques préliminaires

. Si E est un espace vectoriel normé, on peut parler de série convergente d’éléments de E.
Soit (uy)nen une suite d’éléments de E. On dit que la série de terme général u,,, définie par

n
S, = Z uy, est convergente si la suite S, converge dans E, c’est-a-dire s’il existe S € E tel
k=0
ue lim||S, — S| = 0.
que lim S, 5]
— g
Dans ce cas, on note S = Z Uy,.
n=0
« AMy(R) est une algebre sur le corps des réels (une algebre est espace vectoriel muni d’un

produit interne distributif par rapport a I’addition et compatible avec la loi de composition
externe).
Comme le produit matriciel est associatif (A (BC) = (AB)C ) , on dit que I’algebre .#,(R) est
associative.
De plus, comme il existe un élément neutre pour le produit matriciel (I’identité), on dit que
I’algebre .7, (R) est unitaire.

« On appelle norme d’algebre toute norme sur .#,(R) telle que pour tout A, B € .#,(R),

IAB[| < [|A][lIB]l-
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. On définit la norme matricielle suivante sur .7, (R) : ||A|| = Z Z |la;j|. 11 s’agit d’une

i=1j=
norme d’algebre.

En effet, soient A, B € ., (R).

-
D=
D=

Il
—_
~.

Il
—_

|AB|| = airby

T
I

N

VAN
.M=
M:

Il
~

Il
-

Il
—

@ik [br]

(Z | Ibz]|>

|aik| Z Y 1541
j=1l=1

N N

1= I~

M= ™
™=

N
>
= -

X1

. Onaaussi, pourtoutx= | : | € R", ||Ax||; < ||A]] [|x]]:-

-

Xn
En effet,

™=
M:

|Ax]| = ajjx;

Il
-

~.

I
—_

VAN
™M=
M=

) |aij)|

n
au| Z e

< HAII IIXI|1

Il
_
~.
Il
—

<

nM:
HM:

. On pourrait choisir d’autres normes matricielles, comme par exemple les normes subordon-
nées.

2. Définition

Proposition 2.8

: o A*
Pour toute matrice A € .#,(R), la série entiere de terme général T est convergente.

Remarque. Par convention, 0! =1 et A0 =

Démonstration. Comme .#,(R) est de dimension finie, c’est un espace de Banach, il suffit donc de
montrer que la série est absolument convergente.
Or, pour N > 0,

!A"H

SN:Z’

!AII"

T (car la norme est une norme matricielle)

N
| M_

N
*_
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d’ou le résultat. OJ

Définition 2.6 — Exponentielle de matrices

On appelle exponentielle de matrices I’application suivante :

My(R) — Ay(R)
+w14k

k!
= k!

%P A — exp(A) =

Remarque. De maniere immédiate, ona  exp(0 4, ) = In.

3. Propriétés de I’exponentielle de matrices

Proposition 2.9
Soient A, B € .#,(R). Si AB = BA, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Démonstration. En considérant la matrice
n Ak n Bl n (A-%B)m
k=0 1=0 m=0

il suffit de montrer que A, — O.
n—r—oo

Comme AB = BA, on peut utiliser la formule du bindme de Newton :

m. AkBl
A+B)" = APB" P — ml——
aror=1(3) 2, "

p=0 S0
Ainsi,
n n AkBl n AkBl
Ay = 2: _—— 2: [
SE kN = i, KD
k=0,1>0
Ak B!
- Z ETITY (ou E, = {(k,1) € {0,1,...,n}%, k+1>n})
(k1 eE, k! 1!

neseeesseeelll IOUZE : { (k,1),0<k<n0<I<n
essssese :-]n vert: { (k,0), k+1=m}

-9~ 0<m<n
o::oo Sur chaque droite : k+ [ = cste

oo En bleu: E,

||A||k 11’

(i” ||k> ( ||B||’> f ||A||+HB||)

Ry
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Comme lim R, = ellAlllBI — gllAI+IBI = 0, on en déduit le résultat souhaité :
n—r+-oo

lim [|Au]| =0
n—y—+oo

O]

Remarque. De la méme maniére que pour I’exponentielle de nombres réels ou complexes, on aurait
pu montrer sce résultat grdce a la proposition générale suivante concernant les produits de Cauchy :

Proposition 2.10

Soient (Uy) et (Vi) des suites a valeurs dans .#,(R). Si Y Uy est absolument convergente et
k>0

k
Si Z Vi est convergente, alors en notant Wy, = Z U;Vi_i, la série Z W;. est convergente. De
>0 i=0 )

plus, ona :
Z k <Z Lk) (Z ik)
k=0 k=0 k>0

La proposition 2.9 permet d’obtenir le résultat suivant de maniere immédiate.

Corollaire 2.11

Pour tout A € ., (R), exp(A) est inversible et

(exp(4)) ™" = exp(—A)

Proposition 2.12

L application exp : .#,(R) — .#,(R) est continue.

Démonstration. Soit A € #,(R) et soit M € .#,(R).

(A+M)* Ak

exp(A+M)—exp(Ad) = ) TR Do
k>0 : k=0 K
B (A+M)k—A*
N k!
k>0

Or, en développant (A +M)* (attention, A et M ne commutent pas ici ! mais |[A% M BipoapgBe | A% ppPs | <
[|A]| @+ +as| M| Brt--+Bs ), on obtient aisément :

k
(A -+ M) = AF|| < (]| + [1p]])" — [|A[I*
Par suite, en passant a la limite a partir des inégalités sur les sommes partielles,

(Al + HMH) —[lAJI*

|lexp(A+M) —exp(A)]] < Z
k>0
< eXP(||A||+\|M||)—6XP(||A||)
0
M—0
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Proposition 2.13

Soit A € .#,(R). L’application 7 € R — exp(tA) € .#,(R) est dérivable. De plus, pour tout
teR,

% (exp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA)A

Démonstration. SoitA € #,(R). Soitt € R, h € R.
exp((t+h)A) = exp(tA+hA) = exp(tA)exp(hA) (cartA et hA commutent)

Par conséquent,

exp((t+h)A) —exp(tA) — exp(tA) x (exp(hA) —I,l> _ exp(id) <A+ y k= lAk 1>
h h 2 !

k—1 pAk—1

- tend vers 0 lorsque 4 tend vers 0.

Le résultat découle alors du fait que exp(tA) Y2
En effet,

k—1 gk—1
exp(tA) (Z h;)

k>2

At A
<|rexp<zA>||<Zk, <Illlexp(ea)l < ¥ o=y

k=2 k=0

[l lA]*
(k+1)!

d
voisinage de 0. L’égalité pr (exp(tA)) = exp(tA)A découle du fait que rA commute avec A et donc

et le résultat découle du fait que la série est normalement convergente donc bornée au

que exp(tA) commute avec A. O

5 Calcul effectif de solutions

On a vu que le calcul de solutions d’un systeme différentiel a coefficients constants se ramene au
calcul de I’exponentiel matriciel. Pour cela, dans cette partie, on présente indifféremment des mé-
thodes permettant de calculer directement les solutions (comme dans le Théoréme ??) ou qui donne
un moyen de calculer I’exponentiel d’une matrice (comme dans la Proposition 2?).

1. Exponentiel d’une matrice diagonalisable

Si A est diagonalisable on peut écrire A = PDP~! ol P est une matrice inversible. On a alors A =
pPDFP1.

M )le
A k
SiD= ) , alors DF = &
An Ak
On en déduit, par somme et passage a la limite, que :
e
+oo gk +oo pk e
_va P p-1 -1
exp(A) = k!_P<): H)P =P N P
k=0 k=0 .
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2. Cas nilpotent
Si A est une matrice nilpotente (c’est-a-dire qu’il existe n € N telle que A" = 0), alors

n—1 Ak

exp(A) =) —
= k!

Dans toute la suite de cette partie, on se limitera a déterminer les solutions complexes, étant entendu
que la procédure permettant de passer aux solutions réelles est simple et toujours possible. Bien sfir
I’intérét de travailler dans C est que le polyndme caractéristique sera tout scindé.

3. Cas général avec le lemme des Noyaux

Lemme 2.14 — Lemme des noyaux

Soit E un K espace vectoriel (avec K=R ou K =C) et f € Z(E) un endomorphisme. Soient
Py, Ps,...,P; € K[X] deux a deux premiers entre eux. Alors

Ker (ﬁ Pk<f>> — DKer (A1)
k=1 k=1

De plus, pour tout kg € {1, ..., s}, la projection sur Ker (P, (f)) parallelement a @ Ker (Pc(f))
ktko

)
(défini comme endomorphisme de @ Ker (P(f))) est la restriction d’un polyndome en f.
k=1

Démonstration. 1l suffit de montrer la proposition pour n = 2. On conclut ensuite par récurrence sur
n. Soit donc Py, P, € K[X] premiers entre eux. Il s’agit de montrer que Ker (PP (f)) = Ker(Pi(f)) ®
Ker(Pa(f))-

Le point-clé de la démonstration est le théoreme de Bézout : comme P; et P, sont premiers entre eux,
il existe deux polyndémes U et V tels que UP; +V P, = 1 et donc :

(UP)(f)+(VP)(f) = ldg.

. Montrons que Ker (PP (f)) C Ker(Pi(f)) + Ker(P2(f)).
Soitx € Ker (PiP>(f)). On pose y = (UP1)(f)(x) etz= (VP)(f)(x). Onax = y+z. De plus,
P (y) = (UPP,)(f)(x) =0 et, de méme, P;(z) = 0.
Ainsi, x s’écrit bien comme la somme d’un élément de Ker(P; (f)) et d’un élément de Ker (P> (f)).
. Montrons que Ker(P;(f)) +Ker(P>(f)) C Ker (PiP2(f)).
Soit x = y+z € Ker(P;(f)) + Ker(P>(f)). Il est immédiat de voir que P P>(f)(x) = 0 et donc
que x € Ker (P P2(f)).
. Montrons enfin que Ker(P;(f)) et Ker(Py(f)) sont en somme directe.
Soit x € Ker(P;(f)) N Ker(P2(f)).
En écrivant x = (UP;)(f)(x) + (VP2)(f)(x), on en déduit que x = 0.
. Le dernier point du lemme est clair car la projection sur Ker(P; (f)) parallelement a Ker(P»(f))
est définie par x — (VP;)(f)(x) qui est bien un polynéme en f.
O
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Corollaire 2.15 — Décomposition en sous-espaces caractéristiques

Soit E un K espace vectoriel de dimension n (avec K=R ou K =C) et f € .Z(E) un endo-
morphisme. Soit x¢(X) = [T;_; (A& — X)™ son polyndme caractéristique avec Ai,...,A; € C
les valeurs propres de f deux a deux distinctes. Alors le sous-espace caractéristique N; :=
Ker(f — Axld)"™ est de dimension ny et 'on a :

s
CHZ@N/( et n= ink.
k=1 k=1

Démonstration. 11 suffit de prouver que N est de dimension ny. Le reste est une conséquence immé-
diate du lemme des noyaux et du théoreme de Cayley-Hamilton.

On note my = dim(Ng). Alors f — Ald restreint & Ny est nilpotent d’indice n;. La matrice de f res-
treinte & Ny est donc semblable a une matrice my, X my triangulaire supérieure de la forme :

M *x Kk e K
0 X

. lk *
0 - - 0 X

Ainsi, % N = (A4 — X)™. On note Gy = @Nk. Alors Ay n’est pas valeur propre de f restreint a Gy.

j#k
Onadonc ¥ = Xy Xfig, = (A =X Xfg, et la multiplicité de Ak dans x est ainsi . Cela prouve

au final que ny = my. ]

Théoreme 2.16

Soient A € .#,(C) On note A;,...,A; € C ses valeurs propres deux a deux distinctes et
ni,...,ns leurs multiplicités respectives. Pour tout k € {1,...,s}, on considere (vg ;)i<j<n,
une base du sous-espace caractéristique Ny := Ker(A — AxId)"<. On définit

R — My(C)
Zkv] : Axt 4 1 tnk_l n—1
t — e In—f‘F(A—kkIn) ++W(A—lkln) Vk’j
Alors, la famille Zy 1,...,Z1 4.+, Zs 1, .-, Zsn, €st une base de solutions (complexes) du

systeme différentiel X'(¢) = AX(r).

Démonstration. On identifie la matrice A avec son endomorphisme canoniquement associé. Sur I’es-
pace Ny, la restriction de A — A;Id est nilpotente d’indice k. Comme Aild et A — A Id commutent, on
a donc e = eMdAMdd — oA A—Mdd ot 1 expression des solutions en résulte. O

4. Cas général avec la décomposition de Jordan

Il est possible de construire des bases particulieres des sous-espaces caractéristiques considérés dans
la partie précédente afin de simplifier certains termes de la formule donnée par le théoréme 2.16.
\

Soit A € ., (C) de valeurs propres Ai,...,As, de multiplicités nj,...,n; avec Y n; =n. On va voir

k=1
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M, O ... 0
que A est semblable a la matrice 0 My ... 0 , avec M de la forme
0O ... My; O
0 ... 0 M
7Lk ay ... 0
0O A& ... O
M, —
k 0 ce )Lk (27
0 0 A&

oﬁal,...ank_l S {0;1}.

Autrement dit, la décomposition de Jordan présentée ci-dessous permet non seulement de trigonali-
ser un endomorphisme sur un de ses sous-espace caractéristique (comme cela était expliqué dans la
partie précédente), mais cela permet également d’obtenir une matrice triangulaire supérieure la plus
simple possible.

Plus précisément, pour construire base du sous-espace caractéristique Ker(A — Al,,)"™, dans laquelle
la matrice A est semblable a une matrice My on procede de la maniere suivante :

&

Méthode —

Déterminer une base dans laquelle une matrice a la forme

d’un bloc de Jordan

. On considere un supplémentaire F,, de Ker(A — Al,)% ! dans Ker(A — A41,)™. On a
donc
F, ®Ker(A— lkl,,)”’fl = Ker(A — A1,)"™.

On considere alors une base vg 1,...,v , de F,.

. La famille (A — Ad,)(vi1),---,(A — Aely)(vkp) est une famille libre de Ker(A —
Ad,)™ 1. De plus, ’espace vectoriel engendré par cette famille est en somme directe
avec Ker(A — A41,,)™ 2. On le compléte en une base d’un supplémentaire F,—1 de
Ker(A — A1,)" 2 dans Ker(A — 4;7,,)" . On a

F 1 ®Ker(A — Ad,)™ 2 = Ker(A — N l,)" !

et
Fy ® Fy—1 ©Ker(A — LiI,)" 2 = Ker(A — LI,

. A chaque étape, on considere les images par A — A;J, des vecteurs déja construits et
on compléte pour former un supplémentaire de Ker(A — A J,)™ /=1 dans Ker(A —
A‘k[n)n"_j .

Si v est un vecteur de la base ainsi construite, il y a deux possibilités :

. SiveKer(A— Aln), (cest-a-dire si v a été ajouté a la derniere étape de 1’algorithme), on a
naturellement Av = Av.

. Sinon, v aura été ajouté avant la derniere étape. Le vecteur w = (A — Al )v sera donc égale-
ment présent dans la base. On aura donc Av = A;v + w. En numérotant les vecteurs de la base
de telle facon a ce que w soit juste avant v, on obtient bien une matrice de la forme annoncée.
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M; O 0
Ainsi,siA =P 0 ... M., 0 P~", alors
0o ... 0 M
exp(M) 0 0
B 0 exp(M) 0 1
exp(4) =P 0 exp(Ms_1) 0 P
0 0 exp(M;)

et les exp(My) sont simples a calculer car toute matrice My est la somme d’une matrice d’homothétie
et d’une matrice nipotente (elles commutent).

5. Cas général avec la décomposition de Dunford

Le calcul de I’exponentiel d’une matrice a 1’aide de la décomposition de Dunford est fortement lié aux
parties précédentes, la démonstration de 1’existence de la décomposition de Dunford étant d’ailleurs
basé sur le lemme des noyaux. Formellement, elle permet néanmoins de calculer I’exponentiel d’une
matrice sans faire références aux sous-espaces caractéristiques et ne dépend pas du choix de bases.

Théoreme 2.17 — Décomposition de Dunford

Soit K=R ou K=CetA € .#,(K) une matrice dont le polyndme caractéristique est scindé
sur K.

Il existe un unique couple de matrices (D, N) telles que D est diagonalisable, N est nilpotente,
DN =NDetA=D+N.

Démonstration. Considérons 1’endomorphisme f de K" définit canoniquement par la matrice A. Il
s’agit alors de montrer qu’il existe un unique couple d’endomorphismes (d,n) tel que d est diagona-

lisable, n est nilpotent, don =nod et f =d+n.
P

Posons xr = H(lk —X)% ot Ay,..., A, sont les valeurs propres deux a deux distinctes de f.

k=1
Soit Ny, = Ker(f — AId)"™ le sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre A, 1 <k <s.
D’apres le lemme des noyaux (Lemme 2.14), E = N; & ... ® N;. De plus, si f; est la restriction de f a
Ny alors fi est un endomorphisme de N (car f et (f — Akld)™ commutent).
On note que (fy — Ald)"™ = 0 et donc A; est I’'unique valeur propre de f car toute valeur propre de
fi est racine du polyndme annulateur (X — Ay )".
Existence de d et n.
On définit d par ses restrictions dj aux E,, 1 < k < p : d; est 'homothétie de rapport A;. Puis on
définit n par n = f —d.
d est diagonalisable car il existe une base de vecteurs propres de d. De plus, f =d +n.
Soit NN, la restriction de n a N;. On a ny, = S — Mldy, et par définition de N, n";\’;k = 0. Mais alors,
si on pose & = Max{ni,...,n,}, on a ”|(1ka = 0 pour tout k € {1,...,s} et donc n* = 0. Ainsi, n est
nilpotent.
Enfin, pour tout k € {1,...,s}, n|y, commute avec dy car dj est une homothétie et donc nd = dn.
Remarque :
En notant 7 la projection de f sur N, parallelement aux autres sous-espaces caractéristiques, le
lemme des noyaux (Lemme 2.14) permet d’affirmer que m; € K[f]. Or,

d= i )ukﬂ'k
k=1

Donc d € K[f] et n € K[f].
Unicité de d et n.
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Supposons que f = d’ + n’ est une autre décomposition.

Onaalorsd —d=n—n'.

Or, d’ commute avec d (car d et n sont des polyndmes en f).

Ainsi, d et d’ sont co-diagonalisables ce qui entraine que d’ —d = n—n’ est diagonalisable.
De plus, n et n’ commutent donc, d’apres le bindme, pour p assez grand, (n —n’)? = 0.

Ainsi,d'—d=n—n' =0. O
Remarque. « Sur C, tout polynéme est scindé et toute matrice admet donc une décomposition
de Dunford.

« La démonstration précédente permet de compléter le théoreme de Décomposition de Dun-
ford : les matrices D et N sont des polynémes en A. De plus, le polyndme caractéristique de
D est égal a celui de A.

. Attention, la décomposition de A = <1 1) n’est pas <1 0> + (0 1) car les matrices ne

’ 0 2 0 2 00
commutent pas. En fait, la décomposition de A est A+ 0 car A est déja une matrice diagona-
lisable.

Proposition 2.18

Si A = D+ N avec D diagonalisable, N nilpotente et DN = ND, alors

exp(A) = exp(D) x exp(N)

Remarque. On peut alors calculer exp(D) et exp(N) par les méthodes vues dans les parties précé-
dentes.

Remarque. Le calcul de la décomposition de Dunford donné par la démonstration du Théoréeme 2.17
nécessite de savoir déterminer les racines du polynéme caractéristique. Il est en général impossible
d’obtenir la factorisation exacte. On peut alors, soit calculer les racines de maniére approchée, soit
utiliser un algorithme inspiré de la méthode de Newton et qui donne la décomposition de Dunford
sans avoir a trouver les racines du polynéme caractéristique (voir Proposition 2.19). A noter tout de
méme que, une fois la décomposition de Dunford établie, le calcul de exp(D) nécessitera, de toute
facon, le calcul des valeurs propres.

Proposition 2.19 — Algorithme pour la décomposition de Dunford

P

Soit A € .#,(R) une matrice dont le polyndme caractéristique est y4(X) = H(?Lk —X)™
k=1

ol Ay,..., Ay (éventuellement complexes) sont deux a deux distinctes. On pose P(X) =

Xa(X)
PGCD(ya(X), 24(X))
La suite de matrices (A;);cy définie par Ag = A et A;y = A; — P(A;) (P'(A;)) " est bien définie
et est constante a partir d’un certain rang, égale a la matrice diagonalisable D apparaissant dans
la décomposition de Dunford (Théoreme 2.17).

Soient U et N deux matrices de .#,(K) respectivement inversibles et nilpotentes telles que
UN = NU. La matrice U — N est inversible. De plus, si U € K[A] et N € K[A] (ol A est une
matrice de .#,(K) donnée), alors (U —N)~! € K[A].

€ R[X].

Démonstration. (du Lemme 2.20)
L’idée est d’utiliser la relation formelle (1 —x)(14x+...4+x*) = 1 —x**! avec x = u~ !N et k tel que
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Nk+1 =0.
Comme U et N commutent, on a :

(L —U'N)I,+U 'N+...+ (U N5 =1,
En multipliant & gauche par U et a droite par U !, on obtient :
U-NYU''"+UN+...+U N =1,

Ainsi, U — N est bien inversible. De plus, si U et N sont des polyndmes en A alors ’inverse de U — N
est bien un polyndme en A car il est donné par la formule U~! +U >N +...+ U *"NF et I’on sait,
en utilisant le théoreme de Cayley Hamilton, que U ~! est aussi un polynome en A. U

Démonstration. (de la Proposition 2.19)

. Montrons que P € R[X] :
xa(X) = det(A — X1I,) € R(X). Par conséquent, x4(X) € R[X] et PGCD(xa(X), x4(X)) €
R[X]. En effectuant la division euclidienne de y4(X) par le PGCD, on voit que P(X) est bien
un polyndme a coefficients réels.

. Comme Ay est une racine de multiplicité n; — 1 de P’ (pour tout 1 < k < s), A est une racine
de multiplicité 1 de P. Par ailleurs, P divise y4 donc il n’a pas de racine différente des A. Par
conséquent,

p
PX)=[](%—-X)
k=1

. Montrons que (A,) est bien définie. Pour cela, on montre par récurrence sur i que A; est bien
définie, qu’il s’agit d’un polyndme en A et que P’'(A;) est une matrice inversible.
Initialisation : il s’agit de montrer que P’(A) est inversible.

Comme P est 2 racines simples, PGCD(P',P) = 1 donc on peut écrire I’identité de Bézout
UP' +VP=1.Enl'appliquant a A, on aU(A)P'(A) =1,—V(A)P(A).

Or, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, en prenant o = Max{n,...,n,},ona P*(A) =0
et la matrice N = V(A)P(A) est donc nilpotente (V(A) et P(A) commutent). On en déduit,
d’apres le lemme 2.20 que U(A)P'(A) = I, — N est inversible (d’inverse I, + N +...N*~ 1) et
que c’est bien un polynéme en A.

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang i. Il est clair que A;;| sera bien défini et que
A; 1 s’ exprimera comme un polyndme en i. Il faut ensuite montrer que P'(A;1) est inversible.
En écrivant une formule de Taylor pour P/,

P(Aiy1) —P'(Ai) = (Aig1 — Ai) Q(A)

ot Q € R[X]. Or, par définition de A;1, (A;1 —A;) = —P(A;)O(A;). Comme précédem-
ment, on en déduit que (A;;; —A;) est nilpotente et, par suite, que P'(A;;) s’écrit comme
la somme d’une matrice inversible (P'(A;)) et d’une matrice nilpotente. Ces matrices com-
mutent car ce sont des polyndmes en A. D’apres le lemme 2.20, on en déduit que P'(A; 1) est
inversible.

. 1l s’agit de montrer ensuite que (A;) est constante a partir d’un certain rang. Il suffit pour cela
de montrer qu’a partir d’un certain rang, P(A;) = 0. Or, il est possible de montrer que P(A;)
est de la forme : _

P(A;)) =P(A)*B; ou B, cR[A] (2.3)

ce qui viendra alors assurer que P(A;) = 0 pour i tel que 2 > a.
Pour prouver (2.3), on commence par remarquer que pour tout Q € R[X], il existe 0 € R[X,Y]
tel que

QX +Y)=0X)+YQ (X)+Y?*0(X.Y). (2.4)
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II suffit par exemple de le vérifier pour les mondmes en utilisant le bindme de Newton.

On raisonne ensuite par récurrence en supposant, au rang i, que P(A;) = P(A)? B;. (I’initiali-
sation est claire car P(Ag) = P(A) x I)).

En appliquant le résultat (2.4) a P, on écrit :

P(Aiy1) = P(Ai+Y)=P(A;) +YP'(A;) +Y?P(A,,Y)
avec Y =A;y1 —A; = —P(A;) (P'(A;))"". O, par définition de ¥, P(4;) + Y P'(A;) = 0 donc
I
P(Ai+1) = P(A)* x (P'(A))) " P(A,Y)

et on conclut en appliquant I’hypothese de récurrence.

. Ennotant D la limite de (A;), il reste enfin & montrer que D est la matrice diagonalisable appa-
raissant dans la décomposition de Dunford. On a en fait déja montré que P(D) = 0. La matrice
D est donc annulée par un polyndme scindé a racines simples donc elle est diagonalisable. De
plus, pour i suffisamment grand,

i—1
A-D=A)—A;i=) (Aj—Aj)
Jj=0

D’apres les points précédents, les matrices (A; —A ) sont toutes des polyndmes en A et sont
nilpotentes. Elles commutent entre elles et leur somme est donc nilpotente (il suffit d’appli-
quer le bindme de Newton pour un indice suffisamment grand). Cette somme est par ailleurs
un polyndme en A et elle commute avec D. On conclut alors par unicité de la décomposition
de Dunford.

O

6 Problemes affines a coefficients constants

1. Définition du probléme

Soit n € N*. Soit I un intervalle de R. Comme dans 1’étude des systemes différentiels homogenes a
coefficients constants, nous nous donnons une matrice A = (a;;)1<i,j<n € #»(R). Mais nous suppo-
sons également qu’une fonction continue B : I — R” est donnée, ainsi que 7o € I et X(0) ¢ R”.

X
Probléme : On cherche une fonction X :# € I — | : | € R" satisfaisant les conditions suivantes.

Xn

* X est dérivable sur [ (ce qui signifie que V1 < i < n, x; est dérivable sur /)
* Vrel X'(t)=AX(t)+ B(1) (2.5)
* X(to) =x0

2. Résolution du probleme au moyen de I’exponentielle matriciel

Recherchons une condition nécessaire sur X. Nous multiplions 1’équation X’(¢) — AX (1) = B(t) par
exp(—tA). Comme précédemment, nous remarquons que Y (z) = exp(—(¢ —10)A)X (¢) vérifie Y'(z) =
exp(—(t —19)A)(X'(t) —AX(t)), donc Y'(¢) = exp(— (¢t —19)A)B(t). On en déduit que

V() -¥(o)= [ exp(— (5 — t0)A)B(s)ds,

fo
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et nous retrouvons la formule de Duhamel pour les systemes linéaires a coefficients constants

t
X (1) = exp((t —10)A)X'9 + [ exp((r — 5)A)B(s)ds.
fo
On vérifie alors que la fonction X (7) donnée par la formule de Duhamel est solution du probleme. de
Cauchy 2.5. En résumé, on a la proposition suivante qui signifie que, comme dans le cas des équations
scalaires, on peut chercher une solution en appliquant la méthode de variation des constantes.

Proposition 2.21 — Formule de Duhamel

La solution du probleme de Cauchy (3.1) est donnée par :

X (t) = exp((t —19)A)) X + texp((t —5)A))B(s)ds.

To

Exemple. Résoudre I’équation différentielle suivante sur | —5 ;% :
(E): X" (t) +x(t) = tan(t)
Solution :

x(1)

En posant X (1) = <x’ (t)> , le systeme différentiel équivalent est X' () = AX (r) + B(r) avec :

AZ(S —11> et BO)Z(tar?(t))

. e . _ cos(t) sin(7) | .
Les solutions de 1’équation homogene sont de la forme X(z) = C; (_ sin (t)) +G <cos (t)> ou
Ci ,Cz eR.

En appliquant la méthode de variation des constantes on cherche ensuite une solution particuliere de
) _ cos(t) sin(r)

(E) : on pose X (t) = Cy(r) <_ sin(t)> +Ca(1) <cos(t)> .

Comme dans la démonstration de la Proposition 3.7, on obtient le systéme :

ci) (200 ) + 6o (i) ) =0

—sin(t) cos(r)

PN {Ci (t)cos(t) +C5(t)sin(r) =0
—C|(t)sin(t) + Ch(t) cos(r) = tan(t)
— {mo:Ammqm
C5(t) = sin(t)
SN sin?(t)
= (1) == cos(?)

1+sin(z
Ci(t) =sin(¢) —In L+sin(r) +cste . . .
cos(t) (en appliquant les regles de Bioche)

Cy (1) = —cos(r) +cste

Au final, une solution particuliere est définie par :

x(t) = cos(?) (sin(t) "I (”S“‘(”» — cos(1)sin(t) = cos(r) In (

cos(t)
Et I’ensemble des solutions sont les fonctions de la forme :

L)

cos(t)

x(t) = Cjcos(t) + Cysin(f) +1n <1+sm(t)> .

cos(t)
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3. Application aux équations scalaires linéaires d’ordre » a coefficients constants

Soit I un intervalle de R, soit b une fonction continue de / dans R, 7o € I et (a;)i=1,...n, (¥i)i=0,...n—1
des réels donnés. Nous considérons le probleme : trouver une fonction n fois dérivable y : I — R telle
que

veel, y (1) +ary" V() +...+a.y(t) = b(t),

avec
y(l()) =Y0,--- 7y(nil)(t0) =Yn—1-

On pose X : I — R", la fonction dérivable telle que

Viel, X'(1) = AX (1) +B(t) et X (1) = X,

avec
0 1 0 ce 0 0 Yo
0 0 1 0.. 0 0 M
A= et B(t) = x0 =
0 0 1 0 Yn—2
—a, —dap—| L. —ay  —ag b(t) Vn—1

La formule de Duhamel nous donne I’existence et I’unicité de la fonction X. On a alors la propriété :
la solution y du probleme d’ordre n existe, est unique et vérifie

Notons que 1’on montre par récurrence sur n, en développant le déterminant de A — AId,, suivant la
premiere colonne, que le polyndme caractéristique de la matrice A vérifie

PAA)=(—=1)"(A"+aiA" "+ aniA +ay).
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Exercices

Exercice 1. Résoudre sur / = R le systeme diffé-

rentiel
X'(t) = (_21 _21>X(t)

avec X(0) = (_11>
Exercice 2. On considére les matrices suivantes :
-1 0 0 1
A1_<O O>a A5_<_1 O>a
-1 0
A2 < 0 —1>’
1 0
0o —-1/)
10 1 1
A4_<o 2)’ A8_<o 1)‘

Pour chaque matrice A;, répondre aux questions
suivantes :

a. Déterminer les points d’équilibres du systeme
différentiel X'(t) = A; X (¢).

b. Tracer les trajectoires solutions du probleme
de Cauchy X'(r) = A;X(t) avec X(0) =
X© ou X© prend I'une des neuf valeurs
de I’ensemble suivant :

{0 (5) () (G

¢. Etudier la nature de chaque point d’équilibre.
S’agit-il de points d’équilibres stables?
asymptotiquement stables ?

-7 12 8
Exercice 3. SoitA=1] O 1 4 ].Résoudre
-8 12 1

le systeme X'(¢) = AX(1).

Exercice 4. Exponentielle d’un bloc de Jordan
Soit A € R et soit Ji(A) la matrice k x k définie
par

A1 0 0
0 A 1
Ji(A) = 0
A1
0 -« -« 0

Calculer exp(tJi(A)).

Exercice 5. On considére la matrice A =
2 0 1
1 -1 -1
-1 2 2

1. Déterminer les valeurs propres et les sous-
espaces propres de A.

2. En déduire I’expression de X () solution du
probléme de Cauchy suivant (ou a,b,c €
R):

{X’(t) —AX(1), VieR

X(0) = (a,b,c)

3. Déterminer la décomposition de Dunford
et la décomposition de Jordan de A.

4. Retrouver I’expression de la solution déter-
minée a la question 2

0 1 00O

-1 0 0 0 O
Exercice 6. Soit A=] 0 0 2 1 0| Dé-

0 0 0 2 1

0 0 0 0 2

terminer les solutions (complexes et réelles) de
I’équation différentielle X'(r) = AX(¢) vérifiant
X(0) = (5,6,7,8,9)".

Exercice 7. Résoudre les systemes X'(1) =

2 -1 -1 01 (1) (3)
2 1 2|x(etx' ()=
3 1 -2 0 -2 0
2 0 -1
a b c
Exercice 8. Soit A= |0 a b oua,b,ce
0 0 «a

R. Déterminer la solution du probléeme de Cau-
chy X'(t) = AX(r) pour tout t € R avec X(0) =
(1,1,1).

Exercice 9. Déterminer ’ensemble S des solu-
tions de 1’équation différentielle

YO @) +y () 4y (1) + (1) = 0.

t
2t
pour tout ¢ € R.

Donner toutes les solutions du systéme différen-
tiel X'(r) = AX(t) + B(t).

Exercice 10. Soit A = <; _41> et B(t) =

S = O N
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Exercice 11. On considere le probleme de
Cauchy : trouver la fonction dérivable X =
(x1,%)" : R — R, telle que

VieR, xj(t) =xi(t) +xx(¢)

/
1
xh(t) = —2x1(t) +4x2(t) + €,

avec x1(0) =x2(0) = 0.

1. Exprimer Xy € R?, la matrice A € .#,(R)
et la fonction B : R — R? telles que le pro-
bleme ci-dessus s’écrive X'(t) = AX(¢) +
B(t) avec X (0) = Xo, et rappeler la formule
de Duhamel permettant d’exprimer la solu-
tion en fonction de A, (B(s))ser et Xo.

2. Calculer exp(At), pour 7 € R.

3. Trouver la fonction X.

Exercice 12. On consideére les trois équa-
tions différentielles suivantes (ol A,®,wy €
R} sont des pulsations fixées et exprimées en
rad.s~")correspondant aux cas d’oscillateurs har-
monique, d’oscillateur amorti et d’oscillateur
forcé (pour ce dernier, on négligera le terme
d’amortissement) ou les conditions initiales sont
toujours x(0) = xp et x'(0) = 0.
. Oscillateur harmonique
®’n,;;x(t) =0;
. Oscillateur amorti : x"(r) + 2Ax/(¢) +
®*x(t) =0;
. Oscillateur forcé : x"(t) + w’x(t) =
asin(mpt) (ot a € R).

X'(t) +

1. Déterminer la solution de 1’ oscillateur har-
monique.

2. (a) Ecrire I’équation de 1’oscillateur
amorti sous la forme d’un systeme
différentiel linéaire en dimension 2.

(b) Résoudre ce systeme différentiel (on
pourra distinguer les cas selon le
signe de @ — A).
3. Déterminer la solution de I’équation de
I’oscillateur forcé. On pourra distinguer les
cas selon que @ = @y ou que @ # Wy.

Exercice 13. Exponentielle de matrice dans le
casn=2

1. SoitA = ( an ar

) € jfz(R).
a dax

Trouver o, 3 € R en fonction des coeffi-
cients de A tels que A+ @A + B, = 0.

2. On note B = A+ §5. Trouver 6 € R en
fonction de o et B tel que B> = 5.

. PourtrecRetA—=t¢

. Dans cette question, on suppose que 6 > 0.

Calculer exp(B) en fonction de & et B,
en utilisant que 1—1—%4—%4—...#—%4—

V8 V3 2
L= ,etquel+%+%+...+
5 oy E
i)l T T T o

. Dans cette question, on suppose que 6 = 0.

Calculer exp(B).

. Dans cette question, on suppose que 0 < 0.

Calculer exp(B) en fonction de & et B,
en utilisant que 1+ 9 + & .. + (25:)! +
.=cos(vV=8),etque 1 + 9 +& ..+

5" + _sin(v/=9)
Gnrin T T T

. Calculer exp(A) en fonction de exp(B).

2
43 ) calculer ¢,
B, B, 8, exp(B) puis exp(A).

Exercice 14. Algorithme de Putzer

L’objet de cet exercice est I’étude d’un al-
gorithme permettant de calculer I’exponentielle
d’une matrice deés que I’on connait ses valeurs
propres et leur multiplicité.

Soit A € .#,(C) pour n € N* donnée, dont les
valeurs propres (répétées selon leur multiplicité)
sont Aq,...,4, € C.

On définit les matrices P, € #,(C), k=0,...,n
par Py =1, et P, = (A — XL,)P—; pour k =

1,...
1. Justifier que P, =07?
2. On note X

.

R — C" avec X(t) =
(x1(t),...,x,(¢))" la solution du systeme
différentiel d’ordre 1 suivant :

VteR, X'(t)=BX(t) et X(0)=(1,0,...,0) € C",

avec B = (by () € .#,(C) la matrice définie
par by = Ay pour k= 1,....n, by =1
pour k =1,...,n—1 et tous les autres co-
efficients de B nuls.

(a) Que vautx;(7) pourt € R?

(b) Donner, pour k =2,....,nett € R,
I’expression de xi(7) en fonction de
Akst, et xx_1(s) pour s € R.

3. On définit M : R — #,(C) par

vVt € R, M(l) = Zxk(l’)Pkfl.
k=1
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(a) Que vaut M(0)?
(b) Pour tout ¢t € R, prouver que

M/(t) = Zxk(t)(/lkpkfl +Pk>.
k=1
(¢c) En déduire que
M'(t) =Y xi(1)AP—y = AM(1).
k=1

(d) En déduire que M(r) = exp(At).
2 a b
4. OnposeA=|0 1 c | poura,b,ceC.
0 0 1
On prend A = 1, A, = 1,A3 = 2. Calcu-
ler (P,)i=12, et x;(t), i = 1,2,3. En déduire
exp(Ar).

Exercice 15. Systéme différentiel linéaire a co-
efficients constants d’ordre 2 Soit # > 0 un en-
tier donné, soit A € .#,(R) et soit b : R —
R”" une application continue. On cherche Y €
C*(R,R") solution de I’équation différentielle
Y"(t) — A%Y(t) = B(t), pour tout t € R, avec
Y(0) =Y cR et Y'(0) =Y c R",
1. Pour une solution y de ce probleme, on dé-
finit X : R — R par (xq,...,x,)" =AY et
(Xn+1y---,%m)" =Y. En notant

wA) = ( | g‘ ) € Mon(R),

donner le systeme différentiel dont est so-
lution X (7), puis donner (sans justification)
I’expression de X (r) en fonction de X(0),
W(A) et B(s) pour s € R.

2. On note, pour toute matrice réelle
M € #,(R), cosh(M) = 1(exp(M) +
exp(—M)) et sinh(M) = 3(exp(M) —
exp(—M)).

(a) Calculer cosh< 01 ) et

0 0
. 0 1
s1nh<O 0).

(b) Calculer exp(u(M)) en fonction de
cosh(M) et sinh(M).

(c) Soit N € #,(R) une matrice qui
commute avec M. Calculer les ex-
pressions de cosh(M + N) et de
sinh(M + N) en fonction de cosh(M),
sinh(M), cosh(N) et sinh(N).

(d) Prouver que cosh(M)? —sinh(M)? =
I

(e) Calculer la dérivée par rapport a ¢ de
cosh(Mt) et de sinh(Mt).

3. On suppose maintenant que A est inver-
sible. Donner, pour tout ¢ € R, I’expression
de yY (¢) en fonction de A, B(s) pour s € R,
Yo et o.

4. On suppose maintenant que n =1 et A =
(1)(doncy : R—RetX : R—R?).

(a) Tracer le portrait de phase du systeme
différentiel X'(¢) = u(A)X(r).

(b) On donne b : R — R, défini par
b(t) = cos(wt) pour ® € R. Donner
I’ensemble noté .#}, des solutions y
bornées de I’équation différentielle et
I’ensemble ., des solutions y non
bornées.



Chapitre 3

Systeme différentiel linéaire a coefficients

non constants

1 Existence et unicité d’une solution du probleme de Cauchy

1. Définition du probléme

Soit / un intervalle de R et 7y € 1. Soit X(©) € R™. Soient A : | —» .#,,(R) et B: I — R" des fonctions
continues.
Probleme : On cherche une fonction X : I/ — R” satisfaisant les conditions suivantes :

* X est dérivable sur /
x Vrel, X'(t)=A(t)X(t)+B(1) 3.1
* X ([0) =Xo
Contrairement au cas n = 1 et au cas ou A est constante, on ne va pas chercher a déterminer de solution
de maniere explicite (ceci n’est pas possible dans le cas général, et ’exponentielle de matrice ne

permet pas de résoudre le probléeme sans supposer que toutes les matrices A(7) commutent entre
elles.

2. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz-Peano

Nous énongons un résultat d’existence et d’unicité, que nous appellerons Théoréeme de Peano (dans
la littérature, on le trouve aussi énoncé avec les noms Cauchy-Lipschitz).

Théoreme 3.1 — Théoreme de Peano (cas linéaire)

Le probléme (3.1) admet une unique solution.

Remarque.
. Comme A et B sont continues, si X est solution du probleme (3.1), il est clair que X est une
application de classe €' sur I.
« La solution X est définie sur I tout entier. On ne retrouvera pas cela dans le cadre général des
équations non-linéaire (théoréeme de Cauchy-Lipchitz). On dit que X est une solution globale.

49
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3. Application aux équations scalaires linéaires d’ordre » a coefficients non constants

Soit I un intervalle de R, soient (a;)i=1,. , et b des fonctions continues de I dans R, 7p € I et ,
(¥i)i=0,...n—1 des réels donnés. Nous considérons le probleme : trouver une fonction n fois dérivable
x: 1 — R telle que

viel, X @) +a,(O)x" V(1) + ...+ an(t)x(1) = b(t),

avec
x(l()) = X0, . .- ,x(nfl)(l‘()) =X;_1-

On pose X : I — R”, la fonction dérivable telle que

Viel, X'(t) = A()X(t) +B(t) et X (tg) = X',

avec
0 1 0 . 0 0 X0
0 1 0 0 0 X1
A1) = et B(t) = X0 =
0 0 1 0 Xn_2
—ay(t) —ap—1(t) cee —ap(t) —ai(t) b(r) Xp—1

Le théoreme de Peano nous donne 1’existence et 1’unicité de la fonction X. Ainsi, la solution x du
probleme d’ordre n existe, est unique et vérifie

4. Preuve de la partie existence du théoreme de Cauchy-Lipschitz-Peano

On remarque que X est solution de (3.1) si, et seulement si,

viel, X(t)=x9+ t(A(s)X(s)—FB(s))ds (3.2)

fo
En effet,

% (X(O)—i- tot (A(s)X(s)+B(s))ds> =A(t)X(t)+B(1)

cart — A(1)X (¢)B(t) est continue.
(1) ,
Rappel : I'intégrale d’une fonction continue Y :t € [ — : € R" est définie par / Y(s)ds=

Valt) N
i yi(s)ds

t
Jipyn(s)ds
Pour résoudre I’équation (3.2), on va construire une suite de fonctions X : I — R" qui converge vers
une solution.
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Soit Xy :1€1— X0 e R",
On définit ensuite la suite X par récurrence : pour k € N,

I — R

Xee1 2y, x4 I(A(S)Xk(s)—i—B(s))ds G-

fo

Par une récurrence immédiate, pour tout k € N, X; € C' (I, R").
On va maintenant montrer la convergence uniforme de la suite (X;)rew sur tout intervalle [or, B] C 1
avec a <1ty < .

. On commence par majorer || Xi+1(¢) — Xi(7)||1 en montrant par récurrence que pour 7 € [¢t, 3]

etkeN,
K1 It — to|+1

(k+1)!
ou K est une constante telle que [|[A(z)|| < K et ||B(t)||; < K pour tout ¢ € [a, B].
Initialisation : la propriété est vraie pour k = 0 car

Xes1(6) = Xe(e) |l < (IX O +1) (34)

X0~ Xa(0) s = <K (X0 +1) -0,

/m " A(5)Xo(s) + B(s)ds

<
1

/ A(s)Xo(s) + Bl

Hérédité : Supposons la relation vraie au rang k — 1 (pour k > 1).

A6 0606) - X (5)) s

To

Xt () =Xl = ]

1

t
< [A(s) (Xi(s) = Xi—1(5)) [[1s
To
t
< K| [ 1X09) =X (5) s
1o
t Kk —t k
< K / <||X O —|-1> |Sk'0‘ds' (d’apres I’hypothése de récurrence)
1) .
KkJrl’t_to‘kJﬁl
< x(0) 1) e L) B
(1x O+ D)
! k |t — o[ L : ..
car / |s —to]"ds| = T (pour le vérifier, il suffit de distinguer les cas t > fg ett < tg).
to

La propriété est donc démontrée au rang k.

. L’étape suivante consiste & montrer que la suite (X;); converge uniformément en montrant
qu’elle est de Cauchy dans ¢°([a, B],R") qui est un espace de Banach pour la norme définie
par [[X|1 = supge,<p X ()]

Pour tout 7 € [a, b],

k+p—1
Xy () =Xc(D)]1 = || Y, X (1) —Xi(0)
i—k 1
k+p—1
<Y X () = Xi(0)lh
i—k
k+p—1 K|t — o]+
< Z (HX Oy + 1) BN (d’apres le point précédent : inégalité (3.4))
i—k ! :
k+p—1 Ki+1([3 _a)i-l—l
< (X(°> +1) S el
Xk ; (i+1)!
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et cette derniere somme tend vers O car il s’agit du reste de Cauchy de la série convergente
définissant X (B~@),

Ainsi, pour tout ¢ € [a, B], (Xi(¢)) est de Cauchy dans R” et donc elle converge. De plus,
en passant a la limite (on fait tendre p vers I’infini dans I’inégalité obtenue sur ||Xj,(t) —
Xi(1)||1), on voit que (Xi)x converge en fait uniformément sur [, B] car I’inégalité était uni-
forme sur ¢.

On note X : [ot, B] — R” la limite uniforme de (X;);. En passant a la limite dans (3.3), on
obtient que X est bien solution de I’équation intégrale souhaitée (équation (3.2) :

vielaBl, X0 =X+ [ (A(s)X(s)+B(s))ds.

fo
Plus précisément, pour k > 1, pour tout ¢ € o, 8] :

X0 = x4 tt(A(s)Xkl(s)—&-B(s))ds
= xO4 I(A(s)X(s)—i—B(s))ds—i— lA(s)(Xk,l(s)—X(s))ds

1o 1o

On a alors, lorsque k — o0, X (1) — X (1) et :

<

/Z:A(s) (X 1(s) — X (5)) ds

t
/ Kmaxge,<p]|Xi_1(s) — X (s) | 1ds

0]
< |t —to|Kmax g g Xk—1(s) =X (s) |1,

et cette derniere quantité tend vers O lorsque k tend vers I’infini ce qui prouve bien que X est
solution du systeme différentiel.

. Jusque 1a nous avons résolu le systeme différentiel sur tout segment [ct, B] C I. Dans le cas
ou / n’est pas un segment. On considere une suite de segments [0, B,] avec I = e[ Brl,
(0,) décroissante et B, croissante. On note X, g, la solution construite précédemment sur
Uintervalle [0, B,].

Il suffit alors de remarquer que pour tous entiers m < n, Xq, g et X, g coincideront sur
[®n, Bi] car ce sont les limites uniformes de suites définies de maniere identiques sur [0y, )
(la limite est toujours unique).

11 suffit donc de définir X de la maniére suivante : X (1) = Xg, g,(¢) pour 1 € [, B,] (la dé-
finition ne dépend pas du n choisi). Ainsi, X est bien définie sur [ et elle vérifie 1’équation

intégrale (3.2) :
t

viel, X(t)=X9+ [ (A(s)X(s)+B(s))ds

Io
Cela prouve au final la partie existence du théoréme de Cauchy-Lipschitz-Peano.

5. Preuve de la partie unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz-Peano

Lemme 3.2 — Lemme de Gronwall

Soit I un intervalle de R, 7y € I, soit a : I — [0,+oo[ une fonction continue et soit b € R. Soit
Y : [ — [0, +oo[ une fonction continue vérifiant

/ta(s)l//(s)ds .

To

Viel,0< y(t) <b+

(3.5)

Alors
Viel, 0 < y(t) <bexp

/tta(s)ds‘. (3.6)
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Démonstration. Nous supposons d’abord ¢ > f9. Nous définissons la fonction (nécessairement déri-

t
vable) ¢(1) = b+/ a(s)y(s)ds. Nous avons donc, d’apres (3.5),
1o

¢'(t) =a(t)y(r) <a(t)o(t).

Comme pour les équations différentielles scalaires linéaires a coefficients non constants, on multiplie
par exp(— ftg a(s)ds), et on remarque que la fonction

wi)=exp (| ta(s)ds) o(t)

vérifie t
wie) =exp (~ [ a(s)as) (9/) ~alt)p(r)) <0

En intégrant entre 7 et ¢ > fy, nous obtenons, puisque w(ty) = @(t9) = b,
w(t) < b,

donc

t
0< y(1) < o) < bexp / a(s)ds).
fo
Pour ¢ < fy, nous définissons I = {tg —,r € I}, et pour z € I, a(t) = a(ty — 1) et Y(t) = y(ty —t). On
a alors

el o<y <h+| | ()W (s)ds|, 37
0

ce qui permet d’appliquer le résultat obtenu précédemment, et qui conclut la preuve. O

Démonstration. (de la partie unicité du théoréme 3.1)

Nous supposons qu’il existe deux solutions X; et X, du probléme (3.1). Soit Y = X, — X. Alors, par
diftérence entre les équations satisfaites par X; et X», nous trouvons que Y est solution du probleme
Y : I — R" satisfaisant les conditions suivantes :

* Y est dérivable sur /
* Vrel,Y'(t)=A)Y(t), (3.8)
* Y(l‘()) =0.

Nous avons donc )

Y()=Y(t)=Y(t) = | A(s)Y(s)ds.

To

Ceci implique que, pour ¢ 2 fy,

Yol [ A Y (5)]lnds,

et pour 7 < 1y,
4]
1Y () </t [A()[[[Y (s)][1ds.

Nous vérifions ainsi ’hypothese (3.5) du lemme de Gronwall 3.2 avec y/(1) = ||Y (¢)]|1, a(t) = ||A(?)||
et b = 0. L’inégalité résultante (3.6) permet de conclure que y(¢) = ||Y(z)||; = 0, donc que I’unicité

est prouvée.
O



CHAPITRE 3. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE A COEFFICIENTS NON CONSTANTS54

2 Systeme fondamental de solution et résolvante

1. Probléme linéaire et Wronskien

Proposition 3.3 — Dimension de I’espace des solutions

L’ensemble S des fonctions dérivables X : I — R" qui sont solutions du probléme homogene
X'(t) = A(t)X (¢) forme un espace vectoriel de dimension 7.

Démonstration. Pour tout X(©) e R”", le théoreme de Peano donne 1’existence et 1’unicité de la so-
lution du probleme X : I — R” fonction dérivable telle que X'(r) = A(¢)X(r) pour tout ¢ € I et

Rn
X(19) = X, On considere I"application ¢ : { x© : )S( .
Comme dans le cas ou A est indépendante du temps, la fonction ¢ est bijective et linéaire. 0

Définition 3.1 — Systeme fondamental de solutions

On appelle systtme fondamental de solutions du probleme homogene X'(r) = A(7)X (¢) toute
base de S, I’ensemble des solutions du probleme homogene.

Théoreme 3.4 — Théoreme de Liouville

Soit (X, ...,X,) un systeme de n solutions du probleme homogéne X'(r) = A(7)X (). On définit
W(r) = det(X;(t),...,Xu(t)) (appelé le Wronskien du systeéme de solutions). Alors on a les
propriétés suivantes :

W0 = (L) W) =TrAG)W).

donc .
W (t) = W (to) exp ( Tr(A(s))ds).

fo

Démonstration. Notons M(t) = (X (t),...,X,(t)) € #4,(R). Nous notons ¢;(¢), pour i = 1,...,nles
lignes de M(t) :
f] (l‘)

Nous avons donc ¢; ;(t) = X ;(¢), donc
Gi)=X(0) =) aw()Xx(t) =Y au(t) b ;(0)(1).
k=1 k=1

On a donc la relation

o) = kz a (O 0)(0).
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Donc, comme le déterminant est une forme n—linéaire alternée, nous avons

51(1‘)

01(t) N 0i(1)
. 0t e
0] P » foa)
W(t)=Y det| 4(t) | =Y det| Y au(®)b(®)(e) | =Y ¥ aw(r)det | t(e)()
i=1 0.1 (1 i=1 k=1 i=1k=1 O (t
Y b0 Y
Ly (t o l(t
(1) o (1)
Comme le déterminant d’une matrice ayant deux lignes identiques est nul, dans la somme ci-dessus,
£y(1)
&;1 (l‘ )
la seule matrice | ¢(¢)(¢) | pouvant avoir un déterminant non nul est obtenue pour k = i, et elle est
Cit1 (1)
Cnt)

alors égale a M(t). On a donc

W'(t) = i a;i(t)detM (1) = Tr(A(1))W ().

i=1

Corollaire 3.5

Soit (Xi,...,X,) un systtme de n solutions du probleme homogene X'(z) = A(t)X (r) et W(z)
le Wronskien associé. Les conditions suivantes sont équivalentes :

@ (Xp,...,X,) un systtme fondamental de solutions
(ii) Pourtoutr € I, W(t) #0
(iii) 1l existez € I tel que W (z) # 0.

Démonstration. L’isomorphisme de conditions initiales entre I’ensemble des solutions S et R” donné

Rn
par @ : { x© : ; (ol X est la solution du probleéme de Cauchy donné par le théoreme de
Peano) permet de voir que (i) = (iii) et le théoréme de Liouville montre que (iii) = (ii). L’impli-

cation (if) = (i) est par ailleurs immédiate par définition de la notion de famille libre. O

2. Probléme affine

Proposition 3.6 — Espace affine de solutions

L’ensemble des solutions du probleme (3.1), pour X 0 ¢ R", forme un espace affine de dimen-
sion n, c’est a dire que toute solution est la somme d’une solution du probleme homogene et
d’une solution particulicre.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence immédiate de la proposition 3.3 O



CHAPITRE 3. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE A COEFFICIENTS NON CONSTANTS56

Proposition 3.7 — Formule de Duhamel

Soit (Xj,...,X,) un systtme fondamental de solutions du probléeme homogene. Alors la solu-
tion du probleme de Cauchy (3.1) est donnée par :

X)) =M@OM(1) ' x© + / tM(t)M(s)_lB(s)ds.

ol M(t) = (X, (£),..., Xa(t)) € Mo(R).

n
Démonstration. Soit X la solution du probleme de Cauchy (3.1). On pose X (1) = ZCi(t)Xi(t) =

M(t)C(t), en notant C(r) € R" le vecteur de composantes C;(¢). On a alors :

ce qui s’écrit,
M()C'(t) = B(1).
Donc . .
C(t) = Clio)+ [ M(s)"'B(s)ds = M(1p) "' x© + / M(s)"' B(s)ds.

La solution est donc donnée par

X(t)=M(@)M (1)~ ' x0 + tM(t)M(s)*B(s)ds.

To

O]

Remarque.
« On notera que la matrice M(t) n’est pas unique en général. Le déterminant de M (t) qui est le
Wronskien est en revanche unique et caractérisé par le Théoreme de Liouville.
« La formule de Duhamel correspond la encore a I’application de la méthode de la variation
des constantes.
. Cette méthode s’applique ainsi au cas des équations différentielles scalaires en passant par
le systeme différentiel associé. Dans le cas par exemple d’une équation d’ordre 2, la premiére

2
ligne du systéeme M (t)C'(t) = B(t) se traduit par I’équation Z Ci(t)xi(t) = 0 ot (x1,x7) est le

i=1
systeme fondamental considéré (voir exemple ci-dessous).

3. Résolvante

Définition 3.2 — Résolvante

Soient fg,s € I. Nous appelons résolvante I’application R : I> — .#,(R) telle que X(¢) =
R(1,1)X? lorsque X : I — R” est la fonction dérivable sur I telle que X'(r) = A(t)X () pour
toutr € I et X(rg) =X,

Nous avons alors les propriétés suivantes.
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Proposition 3.8 — Propriétés de la résolvante

1. Soit (Xi,...,X,) un systtme fondamental de solutions du probleme homogene et soit
M(t) € A,(R) la matrice (X;(z),...,X,(t)). Alors on a

R(to,s) = M(t)M(1p) "

2. La solution du probleme (3.1) peut s’exprimer au moyen de la résolvante par la relation
suivante (appelée formule de Duhamel) :
t

X(t) =R(t,1)X Y + | R(t,5)B(s)ds.

1o

3. Ona
R(to,to) =1Id, et R(l‘l,l‘z)R(l‘z,l‘3) :R(tl,t3).

4. La fonction R est différentiable, et ses dérivées partielles sont données par

diR(t,t0) = A(t)R(t,t0) et hR(t,tg) = —A(to)R(t,19).

5. Pour tout fy € 1, la fonction  — R(¢,1y) est I’'unique solution du probleme de Cauchy
X'(t) =A()X(¢) avec X (to) = I, (ou X : [ — A, (R)).

Démonstration. La propriété R(t,to) = M(¢t)M(ty) ™" est la conséquence du calcul effectué dans la
preuve de la proposition 3.7. On en déduit donc

R(l‘o,l‘o) =1Id, et R(l‘l,l‘z)R(l‘z,l‘3) = R(l‘l,t3).

En écrivant
X(t) = R(t,10)X? done X' (t) = A(1)X (t) = A1 R(t,10)X ),

on déduit que d\R(z,t9) = A(t)R(t,1). De plus, la propriété
R(tatO)R(tht) =1d,

implique
AR(t,t0)R(t0,1) + R(t,t9) hR(t9,t) =0,

ce qui implique
R(t,t0)hR(to,t) = —A(t)R(t,10)R(to,1) = —A(t),

et complete la preuve du résultat. 0

Remarque.
« Dans le cas d’un systéme différentiel linéaire a coefficients constants (X' (t) = AX (1)), on a

R(t,10) =exp(A(t — 1)) et  M(t)=exp(At).
. En dehors du cas constant, il est difficile de calculer explicitement la résolvante. Le théoréme
de Liouville donne néanmoins des informations sur le déterminant de la résolvante.
4. Résolution dans le cas n = 2 si ’on connait une solution
Nous considérons le probleme (3.1) dans le cas n = 2. Nous supposons que nous connaissons une

(1)
solution non nulle du probléme homogene X'(r) = A(t)X (t), que nous notons X (1) (z) = (x%l) 8) .
Xy (t
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Soit X (¢) = <x1 E”) une autre solution du probleme homogene. On pose alors

W (1) = det (X(l)(t),X(t)) = 2V (O (t) =V ()21 (1),

Le théoreme de Liouville (Théoréme 3.4) permet de trouver ’expression de W () par résolution d’une
équation scalaire linéaire homogene. Il est donc possible d’extraire x;(¢) en fonction de x(¢) ou x(t)
en fonction de x; (), et de reporter 1’expression obtenue dans ’'une des deux équations du systeéme
différentiel. On obtient alors une équation scalaire affine, que 1’on peut résoudre.

Une application importante est le cas des équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2
(1) + o)X (1) + B (1)x(r) = y(1).
x(1)

On pose X (t) = (x’ (t)> , et I’on est donc amené a résoudre le probleme suivant : trouver X telle que

X'(t) =A()X () +B(t),

40=(_pt) —a) 450= (i)

Le Wronskien est alors solution de 1’équation

avec

W (t) = —a(t)W(t).

La méthode évoquée ci-dessus permet donc de trouver une seconde solution dans I’hypothese ot I’on
connait déja une solution du probleme homogene.
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Exercices

Exercice 1. Equation différentielle d’ordre 2 2
coefficients non constants.

On veut résoudre sur R 1’équation :

(1)K (1) =2t (2 4+ 1) (1) +2(t> — 1)x(r) = 0.

1. Chercher une solution au probléme sous la
forme d’un polynéme du second degré.

2. En déduire I’ensemble des solutions de

I’équation différentielle.

Exercice 2. On veut résoudre I’équation différen-
tielle suivante :

VE>0, 4x"(t)+2X(t) —x(t) =0.

1. Déterminer les éventuelles solutions qui
sont développables en série entiere au voi-
sinage de 0.

2. En déduire les solutions sur 0 ;+oo].

Exercice 3. Résoudre 1’équation différentielle

1 /

xX(t) —5x'(t) +6x(t) = )
Exercice 4. Systeme fondamental de solutions
SoitA : R — .#,(R) une fonction continue, telle
que le systeme homogene X'(¢) = A(7)X () pour
t € R admette le systtme fondamental de solu-
tions noté X (z),...,. X" (). Soit B : R — R"
la fonction définie par

VieR, B(r)= Y rixV).
i=1

Trouver, en fonction du systeme fondamental
XW(@),...,X"(r), I'expression de la fonction

X : R— R"telle que X(0) = ZX(i) (0) et
i=1
Vit eR, X'(t) =A()X(t) + B(t).
Exercice 5. Soient p,q: R — R deux fonctions
continues. Soient f et g deux solutions indépen-

dantes de 1’équation différentielle

X'(t)+ p(6)x'(t) +q(t)x(t) = 0.

1. Montrer que les zéros de f et g sont iso-
1és (c’est-a-dire que si f(a) = 0, il existe
€ > 0 tel que f ne s’annule pas sur |or —
e;a+e\{a}).

Indication : on pourra commencer par re-
marquer que si f(a) =0, alors f'(a) # 0.

2. On considere a < 3 deux zéros consécutifs

de f. Montrer qu’il existe un unique réel

y €loc: B tel que g() = 0.
Exercice 6. Soit (f,g) € CO(R)? et soit A(t) =

<f(f) 8(1)
—g(t) f(1)

On veut trouver toutes les solutions du systeéme
différentiel X' (1) = A(¢)X (¢). On note F (resp. G)
une primitive de f (resp. g).

F(r) G(r)) our

—G(1) F(r)
tout r € R. Calculer I’expression de B(r) en
fonction de F () et G(r).

2. Prouver que B'(t) = A(t)B(t) pour tout ¢ €
R et en déduire toutes les solutions de
x'(t) = A(r)x(¢) pour tout t € R.

> pour tout z € R.

1. On pose B(t) = exp <

Exercice 7. Soit a,b : I — R deux fonc-
tions continues sur un intervalle /. On considere
I’équation différentielle suivante :

(E) X'(t)+a(t)x'(t)+b(t)x(t) = 0.
Montrer que les deux propositions suivantes sont

équivalentes :

(i) 1l existe une base de solutions (xj,x;) telle
que le Wronskien associé soit également
une solution de (E)

(ii) a est dérivable sur [ et a’ = b.
Exercice 8. Résoudre sur R I’équation différen-

tielle
tx"(t) +2x'(t) — tx(t) = 0.

Exercice 9. Soit a,b : R — R deux fonctions
avec a impaire et b paire. Montrer que 1’équation
suivante admet une unique solution impaire :

X (t) = a(t)x(t) +b(t).
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Exercice 10. (Systemes différentiels antisymé-
triques.)

1. Cas d’une matrice constante.
En physique, une particule de charge g¢,
animée d’une vitesse V et placée dans un
champ magnétique B subit la force ? =
qV A B. Lapplication du principal fon-
damental de la dynamique permet d’écrire
que :

av
?:%7/\?.

Par conséquent, V : t € R —— V(t) €
R? est solution d’un systeme différen-
tiel de la forme V'(r) = AV(¢) avec A =

0 —r ¢
r 0 —p]| ou p, getr sont des
—-q p 0

réels.

(a) Montrer que A est semblable a la

0O 0 O
matrice 0 0 —-w], ou w =
0O o O

/p2 + q2 + 2.
(b) Résoudre I’équation V'(z) = AV (¢) en
exprimant les solutions en fonction de
.

2. Cas d’une matrice non constante.
Soit t € R —— A(t) € #,(R) une ap-
plication continue. On suppose que pour
tout 1 € R, A(r) est antisymétrique. Soit
R : R?> — R” la résolvante du systeéme
X' (1) =A()X(1).

(a) Montrer que pour tout #y € R, pour
toutr € R, R(t,7p) € SO,(R).
Indication : on pourra commencer
par montrer que pour tout ty € R,
Iapplication t — R(t,t9)'R(to,t) est
constante.

(b) En déduire que toute solution de
X'(r) =A(t)X (1) est bornée.



Chapitre 4

Systemes différentiels non-linéaires

1 Quelques exemples de problémes non-linéaires

1. Probléeme non globalement lipschitzien

Nous considérons I = R, nous posons f(x) = x?, et nous nous intéressons au probléme suivant :
trouver une fonction x : J — R telle que J C I est un intervalle de R, x est dérivable sur J, x'(¢) =
f(x(¢)) pour tout t € J et x(0) = 1. La situation explorée ici est celle d’une fonction dont la dérivée
n’est pas bornée sur I’ensemble du domaine de définition de la fonction f (nous dirons que la fonction
f n’est pas globalement lipschitzienne. La solution que nous allons trouver ne sera pas définie sur la
totalité de I’intervalle I (nous dirons que la solution n’est pas globale, mais seulement locale).

Par méthode de séparation des variables, nous trouvons

1 I
—m + I =1,
donc
x(t) = L
11—t
Cette solution vérifie bien le probleme que 1’on veut résoudre sur I’intervalle J =] — oo, 1[. Plusieurs

questions se posent :
1. pouvons-nous trouver une solution dont le domaine de définition soit plus grand que | — o, 1[?

2. la solution que nous trouvons n’est pas bornée : est-ce toujours le cas ?

2. Probléme d’unicité

Nous considérons / = R, nous posons f(x) = \/m, et nous nous intéressons au probléme suivant :
trouver une fonction x : J — R telle que J C [ est un intervalle de R, x est dérivable sur J, X' (¢) =
f(x(t)) pour tout r € J et x(0) = 0. La situation étudiée ici est celle d’une fonction f qui n’est pas
localement lipschitzienne, et nous allons montrer que dans cette situation nous pouvons trouver une
infinité de solutions au probleme.

61
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Supposons qu’il existe une solution telle que x(¢) > 0 pour ¢ > 0. Par méthode de séparation des
variables, nous trouvons

donc
2
x(t) = —.
="
On se rend alors compte que la fonction x, définie par x(r) =0 siz < 0 et x(¢) = % sit >0 est une
solution du probleme.

Mais cela nous montre qu’on peut en trouver beaucoup d’autres ! Par exemple, la fonction x, définie

bl 2 . 7 L3 Y
parx(1) =0sir < letx(t) = % sit > 1 est également solution du probléeme !
Il y ainsi une infinité de solutions. Cette situation sera écartée dans ce chapitre, lorsque nous ferons
I’hypothese que la fonction f est localement lipschitzienne, notion qui sera définie par la suite.

2 Systemes différentiels globalement lipschitziens

Soit 7 un intervalle de R. Soitn € N* et F' : I x R" — R" une application continue. Cela signifie que,
Fi (t , X )

en notant, F(t,X) = .. , chacune des fonctions F; : I xR" — R, pour touti =1,...,n, est
‘ F,(t,X)

continue.

Il est important de bien noter que dans la suite de ce paragraphe, nous utiliserons le fait que le domaine

de F(t,-) est tout R” (ce sera une différence avec le cadre d’étude suivant, les problemes "localement

lipschitziens"). Nous définissons la notion suivante.

Définition 4.1 — Fonction globalement lipschitzienne

Soit F définie sur I x R" et continue. On dit que F est globalement lipschitzienne si, quel que
soit le compact K C I, il existe M > 0 tel que :

VieK, V(Xi,X2) €R", |F(t,X1)—F(t,X)| <M|X —Xl. 4.1)

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons que la fonction F est globalement lipschitzienne,
c’est le cadre qui est le plus proche de la partie "systemes différentiels linéaires a coefficients non
constants" du chapitre précédent.

Un exemple important de fonctions globalement lipschitziennes est donné par la proposition suivante.

Lemme 4.1 — Fonctions différentiables bornées

Fl (t,X)

Si la fonction F(¢,X) = est telle que les fonctions F; : I x R" — R, pour tout
F,(t,X)

i =1,...,n, possédent des dérivées partielles par rapport aux variables d’espace d;F;(t,X),

j=2,...,n+1 continues sur / X R" et bornées sur tout ensemble K x R" ou K C [ est compact,
alors F est globalement lipschitzienne.
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Démonstration. Nous choisissons la norme || - ||; sur R”. Soit K un compact de /, et M un majorant
X11 X21

de |0;F (t,X)| pour (t,X) € K x R". Soient X; = | ... | et X, = [ ... | deux éléments de R". On
Xln X2n

définit f: [0,1] — R” par f(s) = F(t,5X; + (1 —5)X2). On a alors

n+1
Y (x1j = x2)) 0,1 (t,5X1 + (1 = 5)X2)
j=2

fls)=
n+1
Z (x1j —x2j)0iF,(t,5X1 + (1 —5)X2)
j=2
On en déduit, par I’inégalité des accroissements finis,
A1) = fO) [ = [[F (2, X1) = F (2, X2) 1 <nM||X; —Xal]1,

ce qui conclut la preuve que F est globalement lipschitzienne. O

Nous considérons maintenant le probleme suivant (appelé dans I’ensemble du cours "probleme de
Cauchy") : Pourfp € I et X () € R”, trouver une fonction dérivable X : J — R”, telle que

X(t) =X etviel, X'(t) = F(t,X(1)). (4.2)

Théoreme 4.2 — Théoréme de Cauchy-Lipschitz global

Soit F une fonction globalement lipschitzienne au sens de la définition 4.1. Alors il existe une
et une seule solution au probleéme (4.2).

Démonstration. La preuve est tres proche de celle du théoreme de Peano. L’ unicité repose sur 1”appli-
cation du lemme de Gronwall, et I’existence sur la convergence d’une suite de fonctions. Les détails
sont laissés au lecteur a titre d’exercice (voir exercice 1). ]

3 Systemes différentiels localement lipschitziens

1. Fonctions localement lipschitziennes

Soit 7 un intervalle de R. Soit n € N*, Q un ouvert de R" et F : I x Q — R”" une application continue.

Définition 4.2 — Fonction localement lipschitzienne

On dit que F est localement lipschitzienne par rapport a son deuxieme argument si, pour tout
(10,X0) € I x Q, il existe un voisinage V de (79, Xo) dans I x Q et il existe M € R tels que :

V(Z,Xl,Xz) eElIXxQAXQ,
(I,Xl) cVet (I,Xz) cV = HF(Z,X]) —F(I,XQ)H < MHX] —XZH 4.3)

Remarque. A [’avenir, et conformément a la définition 4.2, I’expression « localement Lipschitzienne »
signifiera « localement Lipschitzienne par rapport au second argument ».

Si F est continiment différentiable par rapport a son deuxieme argument, F' est localement
lipschitzienne (par rapport a son deuxieéme argument).
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Démonstration. On considere o > 0 tel que I N[ty — @, o+ ¢] soit un compact de I (c’est a dire qu’il
n’y ait pas de borne ouverte de I dans [fp — ¢, 7 + &]) et soit R > 0 tel que B(Xy,R) C Q. Les dérivées
partielles d jE(t,X ) (pour tout 1 <i<net2< j<n+1)sontcontinues donc elles sont bornées sur
(IN[to — a,to+ &]) x B(Xp,R). On conclut alors comme dans la démonstration du Lemme 4.1 afin
d’établir qu’il existe une constante L telle que

Vi € (Inlto — ot + @) VX1, Xa € B(Xo,R),  IF(1,X1) = F(1,X2)|| < M]|X; — o

2. Probleme de Cauchy et nature des solutions

On considere le probleme suivant, appelé probleme de Cauchy, ou / C R est un intervalle, Q C R”
est un ouvert, F : I x Q — R” est une application continue et (zp,Xp) € I x Q:

On cherche un intervalle ouvert J C I (ouvert pour la topologie induite par celle de R sur /) contenant
fo, et une fonction dérivable X : J — R", tels que

X(to)=Xo et Yeeld X'(t)=F(X(1)). (4.4)

Définition 4.3 — Solution locale

Un couple (/,X) (avec J ouvert de I) satisfaisant (4.4) est appelé solution locale du probleme
de Cauchy (4.4).

Remarque. On note alors que toute solution locale de ce probléme satisfait X € C'(J) car X étant
dérivable, elle est continue, et donc t — F(t,X(t)) est continue également, et I’on a, par intégration
entre ty et t,

Ve, X (1) —Xo—l—/totF(s,X(s))ds.

Définition 4.4 — Prolongement d’une solution

Soient (J1,X;) et (J2,X,) deux solutions locales du probleme de Cauchy (4.4). On dit que
(J2,X>) est un prolongement de (J;,X;) siJ; C J; et

vt € Jy, Xl(l) :Xz(l‘).

Définition 4.5 — Solution maximale et solution globale

Soit (J,X) une solution locale du probleme de Cauchy (4.4).
. On dit que (J,X) est une solution maximale si, pour tout prolongement (J,X) de (J,X),
alors J = J.
. On dit que (/,X) est une solution globale si J =1I.

Remarque. [/ est clair que toute solution globale est une solution maximale.

Nous avons alors le lemme suivant qui permet d’assurer I’existence d’une solution maximale des
qu’il existe une solution locale. La démonstration nécessite toutefois 1’utilisation de 1’axiome du
choix (ou du lemme de Zorn qui lui est équivalent). On verra toutefois que dans le cas ou F' est
localement Lipschitzienne, 1’existence d’une solution maximale peut étre démontrée de maniere plus
élémentaire (voir exercice 3).

Lemme 4.4 — Existence d’une solution maximale prolongeant une solution locale

Soit (J,X) une solution locale du _probleme de Cauchy (4.4) au sens de la définition 4.3. Alors
il existe une solution maximale (/,X) prolongeant (/,X).
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Démonstration. La preuve repose sur le lemme de Zorn. On construit I’ensemble inductif suivant.
Soit & I’ensemble des prolongements de (J,X). On ordonne & par la relation (J,X) < (J,X) si
(J,X) est un prolongement de (J,X). Soit € C 2 une chaine, ¢’est-a-dire un sous-ensemble de .2
tels que, pour toute paire ((J,X), (J,X) d’éléments de € on a (J,X) < (J,X) ou (J,X) < (J,X). On
définit alors

et, pour tout # € J, on pose

X(1) =X(t), pour tout (J,X) € € tel que t € J.

On a alors (J,X) € 2, et pour tout (J,X) € €, (J,X) =< (7,X). On peut donc appliquer le lemme
de Zorn, qui énonce I’existence d’un élément maximal dans <. Tout prolongement de cet élément
maximal étant dans 7, il s’agit bien d’un élément maximal au sens de la définition 4.5. O

3. Théoreme de Cauchy-Lipschitz local

On rappelle le probleme de Cauchy (4.4) considéré (voir page 64) :
On cherche un intervalle ouvert J C I (ouvert pour la topologie induite par celle de R sur /) contenant
to, et une fonction dérivable X : J — R", tels que

X(to)=Xo et Vield, X'(t)=F(@X(1)).

Théoreme 4.5 — Cauchy-Lipschitz local

Soit F : I x & —s R” une application continue et localement lipschitzienne. Soit (r9,X(?) €
I x Q.
. Existence : Il existe au moins une solution locale (/,X) au probleme de Cauchy (4.4).
. Unicité : Si (J;,X;) et (J2,X;) sont deux solutions locales du probleme de Cauchy
(4.4), alors elles coincident sur 1’intervalle ouvert non vide J; N J.
En conséquence, il existe une unique solution maximale au probleme (4.5).
. Régularité : Si de plus F est de classe ¢, alors toute solution locale est de classe
cgr+1‘

Remarque. L’hypothése « F est de classe € » signifie que toutes les dérivées partielles kémes
Bi]fmikF pour k < r par rapport aux arguments iy, . . .i; de la fonction F (ou i, sont des entiers compris

entre 0 et n) sont continues.

Démonstration.

a. Preuve de I’existence d’une solution locale

On va montrer qu’il existe T > 0 et il existe X : [to — T;t0+ T| NI — R" tels que (Jto — 7570+ T[N, X)
soit une solution locale du probléme de Cauchy :

X't)=F@,X(t)) et  X(p)=x0 (4.5)

On va en fait se restreindre a un voisinage de (79, X (0)), appelé cylindre de sécurité, permettant no-
tamment d’assurer que la solution construite ne sorte pas du domaine / x Q. Pour comprendre quelles
sont les restrictions a effectuer, on va commencer par donner une idée globale de la preuve (on se
place ici dans le cas t > #g afin de ne pas avoir a utiliser de valeurs absolues). L’idée est de résoudre
I’équation intégrale suivante :

X(t)=x9+ tF(s,X(s))ds

fo
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En effet, si X est une solution continue de cette équation, alors elle sera ¢! et sera également solution
du probléeme de Cauchy (4.5).

On va définir une suite de fonctions (X, ),>0 qui convergera vers une solution locale.

On pose Xp =X (©) (fonction constante sur un intervalle J C I) puis, par récurrence,

Xt (1) =Xo+ [ FlsXels)) ds

Il faut alors prouver essentiellement deux choses :

1. Pour tout n > 0, on veut montrer que X est bien définie. Cela se fait en prouvant que X;
est bien 2 valeur dans Q. On va, pour cela, considérer une boule B(X?), R) C Q suffisamment
petite afin que, si F est bornée par une constante M, X; soit a valeur dans Q. On pourra alors
écrire

t
\&HM—X@H<VWF@&QMMs<MXT
To

Cela signifie qu’il faut également prendre un intervalle [fo ;7 + 7] suffisamment petit pour que
M x 1T <R.

2. On veut ensuite montrer que X, converge dans 1’espace de Banach €°([ty;t0 + 7] N1, R). On
va montrer qu’il s’agit d’une suite de Cauchy en utilisant le caractere lipschitzien de F'. 11 faut
donc se restreindre a un voisinage ou F est Lipschitzienne.

1 est par ailleurs nécessaire que €°([to;f + 7] NI, R") soit bien un espace de Banach. Cela
nécessite de prendre T suffisamment petit pour que [t ;%o + 7] N1 soit un segment de R (cela est
toujours possible quel que soit la forme de 7).

On va maintenant prouver rigoureusement la partie existence du théoréme. On rappelle que 1’objectif
est de déterminer une fonction continue X qui vérifie, sur un voisinage de fy, I’équation

X(t)=x9 4 lF(s,X(s))ds

Conformément a ce que nous avons expliqué plus haut, nous considérons 7 > 0 et R > 0 suffisamment
petits tels que les quatre conditions suivantes soient vérifiées :
1. B(X9 R) c Qet [ty — ;19 + T| N1 est un segment,

2. F est lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable sur [tg — T ;%0 + 7] N1 x B(X ©) ,R) avec
la constante L > 0

3. F est bornée par M sur [t — T:fo + 7] NI x B(XY R) (on peut toujours le supposer quitte a
restreindre R et 7 car F est continue donc bornée au voisinage de (o, X)) ).

4. M x © < R (on peut toujours le supposer quitte a restreindre a nouveau la valeur de 7).

Comme annoncé, on définit la suite de fonctions continues suivantes :
t
Vie[to—tito+1)NI, Xy (1) =X +/ F(s,X¢(s))ds  avec  Xo=X©
1o

Montrons par récurrence qu’a chaque étape, X; est bien définie. Supposons que X est bien définie
sur [t — 7379+ 7] N1 et a valeurs dans B(X(?), R). Montrons qu’il en est de méme pour X, . Si X; est
a valeurs dans B(X (O),R), Xj+1 est bien définie comme intégrale d’une fonction continue. De plus,
pour tout 7 € [tg — 7310+ T| N1,

| Xe1 (1) =X V|| < <MxT<R

ﬂﬁF@&wmm

Cela prouve que X; est bien a valeurs dans B(X(¥) R).
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Pour conclure la démonstration de I’existence, il suffit de prouver que X; est de Cauchy. Pour cela,
on va montrer par récurrence que

L¥|t —1o|f X

k!
La preuve est ici identique a celle du théoreme de Cauchy-Lipchitz global. L’initialisation pour k = 0
est immédiate. Supposons maintenant I’inégalité vraie au rang k — 1 (pour k£ > 1). Ainsi, pour tout
teto—Tit00+ 1IN,

Vi € [to—T3t0+ 7] N1, 1 X1 (8) — Xic (1) || <

Xt (1)~ X(0)l| = ] [ 6 (5) = F s, Xe 1 (5)) s

0

< L

t
t Xk (s) — Xi—1(s)|l1ds
0

L

N

/ (k,o)ds‘ R d’apres 1’hypothese de récurrence
1) .

[+ 1 _to|k+1
= ——R.
(k+1)!
La propriété est donc démontrée au rang k.
En utilisant I’'inégalité triangulaire, on obtient ensuite que, pour toutk > 1, p > 1,

k+p—1 Lifi
swp [Xeep () - XDl < Y SR
lE[lo—T;lo-‘rT}ﬂI i=n L
igi
Le membre de droite tend vers O lorsque k tend vers +oo car la série de terme général —— est

i!
convergente. Cela prouve donc que X; est de Cauchy (dans I’espace de Banach € ([ty — 73t + 7] N

I,R)) et elle est donc convergente. Si on note X la limite de (X ), X est solution de I’équation intégrale
considérée (car la convergence de X; vers X est uniforme sur [tg — T ;19 + | N1).

b. Preuve de ’unicité

Soient (J1,X;) et (J2,X») deux solutions locales du probleme de Cauchy (4.4). On aimerait utiliser
le lemme de Gronwall afin d’assurer que X; et X, coincident sur J; NJ;. Pour cela, il faudra utiliser
le caractere Lipschitzien de F et c’est pourquoi il faut commencer par travailler seulement sur un
voisinage de ¢y avant d’en déduire 1’égalité sur J; NJ, tout entier.

On commencera donc par établir le lemme suivant :

Lemme 4.6

Soit F : I x Q C R” est une application continue et localement Lipschitzienne et soient (J;,X])
et (J,Xz) deux solutions locales du probleme de Cauchy (4.4). Alors il existe T > 0 tel que
Jto — T;3t0 + T[NJ; NJ; est un intervalle, ouvert de I, non vide, et tel que X; et X, coincident sur
]t() —Tto+ T[ﬁ]l NJp.

Démonstration. (du lemme 4.6)

Soient (J1,X)) et (J2,X;) deux solutions locales du probleme de Cauchy considéré. J; NJ, est un
intervalle ouvert de / non vide (car J; et J, contiennent fg). Ainsi, pour un réel T > 0 suffisamment
petit, |to — T ;2o + T[NJ; NJ; est un intervalle, ouvert de I, non vide.

Par continuité de X; et de X, et quitte a restreindre la valeur de 7, il existe un réel R > 0 tel que :

F est Lipschitzienne sur (Jto — 7310 + t["J; NJ2) x B(X Y, R)
Vi €lto— T30+ T[N NS, Xi(t) € BXOR)
Vi €lto— Tito+ T[N NT,  Xo(t) € BXOR)
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On note alors J =]ty — T;t9 + T[NJ; NJ> I'intervalle obtenu.
On pose Y () = ||X; () — X2(¢)|| pour tout z € J. On aura alors, d’apres |’expression intégrale de X; et
de X2,

vied,  Xi(t)—Xa(t) = /t:F(s,Xl(s)) — F(s,X(s))ds

et donc, en passant aux normes :

Y(r) < <L <L

tot IF(s,X1(s)) = F(5,X(s)) | ds

/ 1X1(5) — Xa(s)1ds

/tot Y(s)ds

Par une application directe du lemme de Gronwall, on obtient :
Vi e, Y(t)=0
ce qui prouve bien que X et X, coincident sur |to — T ;20 + T[NJ; N J>. U

Démonstration. (de I’unicité dans le théoréme 4.5)

Soit F : I x Q C R” est une application continue et localement Lipschitzienne et soient (J;,X)) et
(J2,X>) deux solutions locales du probleme de Cauchy (4.4) et soit T > 0 le réel donné par le lemme
4.6.

Supposons par I’absurde qu’il existe ¢; € J; NJ, tel que X (¢1) # Xa2(¢2). On pourra supposer par
exemple que t; > fy (le cas 11 < £y se traite de maniere similaire) et on aura donc nécessairement
th=>t+T.

On considere alors le réel 1, €]fo+ 711, la plus grande valeur telle que X; (1) = X () pour tout t <
(on a nécessairement X; (1) = X»(t) par continuité de X; et de X5).

X'(t) =F(t,X(1))

X (1) =Xi(12)

déduit du lemme 4.6 qu’il existe 7/ > 0 tel que X; et X, coincident sur |, — 7’3, + 7' [NJ; NJ>. Or
Jt23t2 4+ 7' [NJ1 NJ2 # O et I’on obtient donc une absurdité par définition de ;.

Finalement, le lemme 4.4 assure qu’il existe une solution maximale et celle-ci est unique d’apres ce
que nous venons de démontrer. O

Comme (J1,X)) et (J2,X>) sont deux solutions du probleme de Cauchy { , on

c. Preuve de la régularité

Supposons F de classe €. Montrons par récurrence que toutes les dérivées X®) pour k =1,...,r
s’expriment comme un polyndme en les F;(z,X (7)) et de toutes ses dérivées partielles jusqu’a I’ordre
k:
. .
X®(t) = P({9] ;,Fi(t.X(1))})

I

J
Cette propriété est vraie au rang k = 0. Si nous la supposons vraie au rang k — 1, la dérivée d’un
polyndme étant un polynéme, le résultat est encore vrai au rang k, par dérivation composée, et en

remplacant les composantes de X'(¢) par celles de F (7, X (t))
O

Remarque. Pour mieux comprendre la facon dont sont construits ces polyndmes, on pourra par
exemple calculer les premiéres dérivées X%) dans le cas de la dimension n = 2 (voir exercice 4)
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4. Théoreme des bouts

L’idée générale du « théoréme des bouts » consiste a décrire le comportement de la solution maximale
du probleme de Cauchy (4.4) (dont I’existence et I’unicité sont assurées par le théoreme de Cauchy-
Lipchitz local). Pour le dire rapidement, on verra que soit la solution maximale est globale, soit elle
«explose » en temps fini (elle ne peut pas rester bornée).

Afin de démontrer ce résultat, nous aurons besoin d’un raffinement du théoréme de Cauchy Lipchitz
local. Le lemme suivant indique ainsi que sur un petit voisinage de fy, il est possible de faire vivre les
solutions du probleme de Cauchy ayant pour condition initiale X (#;) = X () (avec £, dans le voisinage
de o) sur un intervalle dont la longueur 7 soit « incompressible » et ne dépende pas du temps #; choisi.

Corollaire 4.7 — Raffinement du théoréme de Cauchy-Lipchitz local

Soit F : I x Q — R" une application continue et localement lipchitzienne. Soit (#p,X(0)) €
I x Q.

Il existe 7 > 0 et R > 0 tel que pour tout (1, X)) € [tg — 7310+ 7] NI x B(XD R), il existe
X:[th—7;0+7)NI — R tels que ([t; — 7571 + 7] N1, X) soit une solution locale du probleme
de Cauchy :

X'()=F(@,X(t) et  X()=xW (4.6)

Démonstration. Nous allons reprendre la démonstration du Théoréme de Cauchy-Lipschitz local afin
de prouver ce corollaire. Pour que la solution du probléme de Cauchy reste dans le cylindre de sé-
curité, il va cependant falloir imposer une restriction supplémentaire en prenant 7 et R plus petit que
dans la démonstration du Théoreme 4.5.

Concretement, on considere T > 0 et R > 0 suffisamment petits pour que les quatre conditions sui-
vantes soient vérifiées :

1. B(X©) 2R) C Qet [ty — 27; 1o+ 27] N1 est un segment,

2. F est lipschitzienne par rapport a sa deuxieéme variable sur [fo — 2737 +27] NI x B (X (0),2R)
avec la constante L > 0.

3. F est bornée (par une constante M) sur [fo — 271+ 27] N1 X B (X ©) , ZR) (on peut toujours le
supposer quitte a restreindre R et T car F' est continue donc bornée au voisinage de (79, X (0)) ).

4. M x T < R (on peut toujours le supposer quitte a restreindre a nouveau la valeur de 7).

. On considere 1 € [tg — T30 + 7] NI et XV € B(X R). On a alors [r; — T3¢y + 7] NI C
[to — 2710+ 27] N 1. Cela signifie que I’on pourra utiliser le fait que F est bornée par M et
qu’elle est L-lipschitzienne sur [t — T;¢; + 7| N 1.

On définit la suite de fonctions suivantes :
1
vieh—tin+1nl,  X@) =XV et Xu1(t) =X+ [ F(s,X,(s))ds.
1

. On montre par récurrence qu’a chaque étape, X,, est bien définie. Supposons que X, est bien
définie sur [r; — 731, + 7] NI et 4 valeurs dans B(X (?), 2R). Montrons qu’il en est de méme pour
X,11. 11 est immédiat de voir que si X, est 2 valeurs dans B(X (O),ZR), X1 est bien définie.
De plus, pour tout ¢ € [t; — T3¢, + 7| N1,

t
X1 1) =X O < X1 (1)~ X V)] + XD =X O < } JIFG. X)) l1ds| +R <M x e+ R<2R
1

Cela prouve que X, est bien a valeurs dans B(X (), 2R).
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. La démonstration du fait que X, est de Cauchy (dans ’espace de Banach €°([t; — 7:¢; +1]N
I,R")) est ensuite en tout point identique a celle du théoréme 4.5 : on montre par récurrence

que
L'e—n|"
VtG[ll—T;tl—FT]ﬁI, HXn+1(l)—Xn(t)|| <TR
puis en sommant, on obtient que :
n+p—1 kak
swp Xuep() = Xal)| < Y TR
telti—tin+r)nd k=n :

Cela prouve que la suite (X,) est de Cauchy et elle converge. Sa limite est une solution sur
I’intervalle au probleme de Cauchy avec X (¢;) = X ().
O

Théoreme 4.8 — Théoreme des bouts

Soit F' continue sur / x Q et localement Lipschitzienne, et soit (/,X) la solution locale maxi-
male du probléme de Cauchy 4.5. Alors, on a I’alternative suivante :

« Soit sup(J) = sup(/),

. Soit supJ < sup/, et dans ce cas, pour tout compact K C Q, il existe € > 0 tel que

VieJN|T —¢,T[, X(t) ¢ K. 4.7)

Des conclusions similaires sont obtenues pour les bornes inférieures de / et J.

Remarque.

. L’ensemble de définition d’une solution maximale est nécessairement un ouvert de 1. En effet,
si sup(J) < sup(I), la solution maximale ne peut pas étre définie en sup(J). Sinon, elle serait
nécessairement continue et ne pourrait pas sortir de tout compact au voisinage de sup(J).

« Dans le cas on Q = R", si sup(J) < sup(I), on a nécessairement :

lim ||X(2)|| = oo. 4.8

t%T,l‘<T” ( )H ( )

. Une autre conséquence du théoréme des bouts est que si Q = R" et si F' est uniformément
bornée sur I x R", alors toute solution maximale de X'(t) = F (t,X (1)) est globale. Ce résultat
est néanmoins faux si Q # R" (voir exercice).

Démonstration. Notons T = supJ, et supposons que 7" < sup/. Soit K C Q un compact.
Supposons ,par 1’absurde que, pour tout

Ve>0,IreJNT —¢,T], X(t) €K.

Nous choisissons € = % Ainsi, pour tout n € N*, il existe t, € JN ] T — %, T [ telle que X (#,) € K. La
suite (X (2,))nen étant dans un compact, il existe une sous-suite (que I’on notera encore (1, ) en-) telle
que (X(t,)) soit convergente. On note L sa limite et nous avons alors (7,L) € I x Q.

Soient T > 0 et R > 0 les réels donnés par le corollaire 4.7 appliqué au probleme de Cauchy sui-
X'(t)=Ft,X(1)) R ) )

vant : X(T) =1L . Quitte a restreindre la valeur de 7, on peut par ailleurs supposer que

|T —7;T +7[ CJto;sup(I)[.

Comme 1, — T et X(t,) — L, il existe ny € N* tel que t,, €]T — 7,T] et X(t,,) € B(L,R). Avec

le corollaire 4.7 (en prenant f; = fy, et xM=x (tny)), on en déduit I’existence d’une solution locale

(Jtng 3tno + T[,X) avec X (tny) = X (tny)-
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Le théoreme 4.5 permet d’affirmer que la solution maximale du probleme de Cauchy avec la donnée
(tny,X (tn,)) est un prolongement de toute solution locale. Or la solution maximale (/,X) du probleme
avec donnée (fo, X(©)) est nécessairement la solution maximale du probleme de Cauchy avec donnée
(1,X(1)) pour tout t € J. On devrait donc avoir |t ;t,, + T[C J.

Cela est absurde car #,, +7 > T.

4 Flot d’un systeme différentiel

1. Théoréeme du flot

Théoreme 4.9 — Flot

Soit F : I x Q — R" une application localement Lipschitzienne. Soit (zp, X (O)) elxQ. 1l
existe un voisinage ([to — 7,9+ 7] N 1) x B(X”,R) C I x Q de (t9,X'?)) et une unique appli-
cation continue @’ définie sur ce voisinage (et a valeurs dans R") telle que :

t— @0 (r,x) est €' ([to — 7,00+ T|;R")  (Vx € B(X(O R))
19°(t,x) = F(t,0"(t,x)) (Vt € [to— 7,10+ 7],Vx € B(X",R))
P (t9,x) =x (Vx € B(X",R))

Remarque. En supposant que F est de classe €2, il est possible (mais plus difficile) de montrer que
@) est alors de classe €.

Définition 4.6

L application ®° donnée par le théoréme 4.9 est appelée le flot (local) du systeme différentiel
X'(t) =F(t,X(t)) au point .

Par définition du flot, la fonction r — @ (,x) (ol x est fixé) est donc la solution (locale) de X'(¢) =
F(t,X(t)) vérifiant la condition initiale X (7o) = x.

De plus, d’apres le théoreme du flot, on sait que cette solution dépend continfiment de la condition
initiale x.

Démonstration. (du théoréme 4.9)

Soit F : I x Q — R" une application localement Lipschitzienne et soit (fy, X (0)) € I x Q. On consi-
dere les réels T > 0 et R > 0 donnés par le corollaire 4.7. Pour tout x € B(X (O>,R), on considere la
X'(t) = F(t,X(t))
X (l‘()) =X

On note ®"(¢,x) € B(X",2R) la valeur de cette solution au temps ¢ € [ty — T;f -+ 7).
Par définition, ®" est ¢! par rapport a ¢ et elle vérifie les conditions voulues :

solution du probléme de Cauchy { définie sur [t) — T;19 + 7].

19 (t,x) = F(t,0"(t,x)) (V¢ € [to— 7,10+ 7],¥x € B(X",R))
(19, x) =x (Vx € B(X*,R))

La continuité découle enfin du lemme suivant ol I’on va montrer que ®% est Lipschitzienne par
rapport a x (avec une constante de Lipschitz uniforme). En admettant provisoirement le lemme, on
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voit que pour tout (f1,x1) et (t2,x2) appartenant a ([to — T,fo + 7] N1) X B(XO R):
[ (t1,x1) = D02, )| < [[@°(11,21) = DO (t1,x2) | + (|0 (11,32) — D (12,2 |

(5]
/ F(s,®"(s,x2))ds
151

< Cllxi—x2| +Mln -1
ol M est un majorant de F sur ([to — 7,0+ 7] N1) X B(x 2R)

< C\|x1—x2||~l—‘

ce qui implique bien la continuité de . O

Lemme 4.10

Avec les notations introduites dans la démonstration du théoreme 4.9, il existe C > 0 telle que
pour tous x1,x, € B(X(Y)R) et pour tout 7 € [t — T;19 + 7] :

1% (2,21) — @ (2, 2%2) ]| < Cllx1 — 2|

t
Démonstration. En utilisant le fait que ®(¢,x;) = x; + / F(s,®"(s,x;))ds,on a:
Io

[D°(¢,x1) — DO (t,x2)|| < ]x1 —xaf +

/tot |F (s,D(s,x1)) — F(s,®P(s,x2))]|ds

< =xfl+L

t
/ PRI (5, %)) — D (s, x,)|ds
To

(ou L est la constante de Lipschitz associée a F')

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :
|0 (s,x1) — D (5,22) || < €1 —x2 .
]

Exemple.
. Dans le cas d’un systeme différentiel linéaire X'(z) = A(¢)X (¢), en notant R la résolvante du
systéme, on a P (r,x) = R(t,1)x.

. Dans le cas particulier d’un systeme différentiel a coefficients X'(t) = AX (¢), on a plus préci-
sément, & (1, x) = ")y,

2. Dépendance par rapport aux parametres

On va déduire du théoreme du flot le fait que si un systeme différentiel dépend d’un ou plusieurs
parametres, les solutions seront continues par rapport a ces parametres. Plus précisément, on a le
résultat suivant :

Proposition 4.11

oit F:IxQxA— R"de classe ! o I C R est un intervalle, Q C R” est un ouvert et
A C R¥ est un ouvert.
Les solutions du systeme différentiel & parametre

X'(t)=F(t,X(t),A)

sont continues par rapport a A.
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Démonstration. On considere le systeme différentiel augmenté

X'(t) = F(t,X(1),A(t))
A(t)=0

ol I'inconnue de ce systéme est la fonction  — (X (¢),A(¢)) € R"” x R,

Pour 7 € I, on note P le flot associé a ce systéme.

Pour (x,A) € Q X A, on pose (X(t),A(t)) = ®*(t,x,v).

Par définition du flot, cela signifie que X est solution du probleme de Cauchy suivant :

{X’(t) = F(t,X(t),7)
X(t()) =X

De plus, X continue par rapport a (x,A) et en particulier par rapport a A. O
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Exercices
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Exercice 1. En vous inspirant de la preuve du
théoréme de Cauchy-Lipschitz-Peano (cas des
systemes différentiels linéaires), prouver le théo-
reme de Cauchy-Lipschitz global.

Exercice 2. Soit f la fonction de R x R dans R
définie par

V(t,x) € R xR, f(t,x) =sin(x). 4.9)

1. Soit xp € R. Prouver qu’il existe et une
seule fonction x € C*(RR) solution du pro-
bleéme x(0) = xq et X' (1) = f(¢,x(1)).

2. Trouver toutes les solutions constantes de
ce probleme.

3. On suppose que x €]0, 7|.
(a) Prouver que V¢ € R, x(1) €]0, 7.
(b) Prouver que tgrfwx(t) = T et que
lim x(t) = 0.

t—>—oo0
Exercice 3. Soit F': I x Q — R" une applica-
tion continue et localement Lipschitzienne et soit
(t0,X(0)) € I x Q. On s’intéresse au probleme de
Cauchy (x) :

{ X'(t) =F(t,X(1))
X(t0) = X(0)

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz local,
si (J1,X1) et (J2,X2) sont deux solutions lo-
cales du probleme de Cauchy (x), alors X; et X,
coincident sur J; NJ,. En déduire, sans utiliser
I’axiome du choix, qu’il existe une unique solu-
tion maximale du probleéme de Cauchy (*).

Exercice 4. Soit F : I x R — R? de classe €°
et soit X'/ — R? une solution de classe € de
X'(t)=F(t,X(t)) sur .

Pour k € {1,2,3,4}, calculer X (k)(¢) en fonction
des F;(t,X(t)) pour i = 1,2) et de leurs dérivées
partielles successives.

Exercice 5. Soit f la fonction de R x R dans R
définie par

W(t,x) € Rx]0, +oo], £(t,x) = —%. 4.10)

1. Prouver que f est continue et localement
lipschitzienne par rapport a son deuxieme
argument.

2. Soit xp > 0 et soit x(z) : J/ — R solution
maximale du probleme x(0) = x et X'(¢) =
f(t,x(t)). Donner I’expression de J.

3. Donner les limites de la solution maximale
aux bornes de son intervalle de définition
et vérifier qu’elles sont en accord avec le
« théoreéme des bouts ».

Exercice 6. Soit f la fonction de R x R dans R
définie par

Y(t,x) e Rx R, f(t,x) = —x°. (4.11)

1. Prouver que f est continue et localement
lipschitzienne par rapport a son deuxieme
argument.

2. Soit xp € R et soit x(¢) : J — R solution
maximale du probleme x(0) = x et X' (1) =
f(t,x(¢)). Donner l'intervalle de temps J
tel que x soit la solution maximale du pro-
bléme dans le cas xg = 0.

3. Prouver que si xy # 0, la fonction x ne s’an-
nule pas sur J. Apres 1’avoir calculée, don-
ner les limites de la solution maximale aux
bornes de son intervalle de définition et vé-
rifier qu’elles sont en accord avec le “théo-
reme des bouts”.

Exercice 7. Soit f la fonction de R x R dans R
définie par

Y(t,x) e R xR, f(t,x) =1x°. (4.12)

1. Soit (ty,xp) € R?. Prouver qu’il existe une
et une seule solution maximale x € C*(J)
(o J est un intervalle ouvert tel que 7y € J)
solution du probleéme x(ty) = x¢ et x' (1) =
f(t,x(t)).

2. On suppose que xg = 0. Quelle est la solu-
tion maximale du probleme ?

3. On suppose que xg # 0. Prouver que x est
soit strictement positive, soit strictement
négative sur J et donner explicitement I’ex-
pression de J et de x(¢) en fonction de 7y et
X0.-

Exercice 8. Soit f la fonction de R x R dans R

définie par

V(t,x) eRxR, f(t,x) =1>+x>.  (4.13)
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1. Prouver qu’il existe une et une seule solu-
tion maximale x € C*(J) avec J intervalle
ouvert tel que 0 € J, solution du probleme
x(0) =0etX(¢r) = f(t,x(2)).

2. Prouver que x est impaire (donc que O est
centre de symétrie de J), et etudier sa mo-
notonie et sa concavité.

3. Prouver que J est borné et étudier les li-
mites de la fonction x aux bornes de J.

Exercice 9. Théoréeme de Cauchy-Lipschitz
Soit F @ [0,+eo[xR" — R" une fonction conti-
nue et localement lipschitzienne par rapport a son
deuxieme argument telle qu’il existe deux fonc-
tions continues a, b de [0, +-oo[ dans [0, 4-co[ avec

Vt € (0,400, VX € R",

2Y F(t. X)X <a(t) Y X2 +b(2).
i=1

i=1 i

Soit X € R” donné, et soit (J,X), avec 0 €
J C [0,+0oo[, la solution maximale du probléme
de Cauchy :

Vield, X'(t)=F(t,X(1)),

X(0) = X (4.14)

n

1. On pose N(t) = Zx,-(t)2 pour tout t € J.
i=1
Prouver que

VteJ, N'(t) <a(t)N(t) +b(t).

2. En déduire I’existence d’une fonction
continue p : [0, 4oco[— [0, +oo| telle que

Vied, N(t) <p(1).

3. Endéduire que J = [0, 40|, c’est a dire que
la solution maximale du probleme de Cau-
chy (4.14) est globale.

4. Donner, pour n de votre choix, un exemple
de fonction f : [0, 4oo[xR" — R" qui est
continue et localement lipschitzienne par
rapport a son 2e argument mais qui ne vé-
rifie pas I’hypothese de 1’exercice.

5. Montrer que les hypotheéses de I’exercice
sont satisfaites dans le cas particulier ou
ft,x) = A(t)x+B(t), et A : [0,4o0[—
Mp(R), B : [0,400[— R" sont deux fonc-
tions continues.
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Exercice 10. On pose Q =R3et f : Q — Qest
la fonction définie par

x| f1(x1,x2,x3)
VX = | x| €R: £(X)= | folxr,x2,x3)
X3 fS(xlaXZax3)
—X1 — X2
= | X1 — X2 —X1X3
X1X2 — X3

On s’intéresse aux propriétés des solutions lo-
cales (J,X) du systeme différentiel autonome
d’ordre 3 suivant :

X(0) =X etvres, X'(1) = f(X(1)), (4.15)

ou I’on étudie le probleme sur I’intervalle I = R,
a

b | eq.

c

X :J—=Q x0=

1. Prouver I’existence et 1’unicité de la solu-
tion maximale (J,X).

2. Prouver par récurrence que les dérivées n-
itmes de X vérifient Xi(") (1) = fin(X (1))
pour i = 1,2,3, ol les composantes de la
fonction f;, : Q — Q sont des polyndmes
des composantes x1,xp,x3 de X € Q (on
notera 8j fin le polynome de xi,x2,x3 ob-
tenu par dérivation partielle de la fonction
fin par rapport a x;), ce qui prouve que
Xec(J).

3. Onpose H : J =R, t > x3(t) +x5(t) +
x3(t). Remarquer que H'(t) est une fonc-
tion de H(t), et en déduire H () pour tout
t € Jenfonctionde a, b, cett.

4. Prouver que J =R.

5. Prouver que lim;, x;(t) = 0, pour i =
1,2,3.

Exercice 11. Soient f et g deux fonctions de R?
dans R lipschitziennes en tant que fonctions de
R2. Soit (to,X0) € R?

1. Justifier que f et g sont globalement lip-
schitziennes par rapport a leur second ar-
gument. Que peut-on en déduire quant aux
problémes de Cauchy suivants ?

{x’(r) = f(t,x(1))

x(t()) =X
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et
{y'<r> = g(t.y(1))
¥(t0) = xo
Dans la suite de I’exercice, on note x et y

les solutions maximales de ces problemes
de Cauchy.’

2. On suppose que
V(t,x) e Rx R, f(t,x) < g(t,x). (4.16)

Prouver qu’il existe a > 0 tel que, pour
tout ¢ €]to,to + al, y(tr) > x(t) et pour tout
t €lto—a,to, y(t) < x(t).

3. On suppose (4.16) vérifiée. Montrer que
pour tout ¢ > fg, x(t) < y(t). Etudier le cas
t<ty.

4. Pour € > 0 fixé, on pose g¢(t,x) = g(t,x) +
g, et on note y; € C'(R) la fonction telle
que ye(to) = xo et

Vi €R, yo(t) = ge(t,y¢(1)).

Justifier de I’existence et de I’unicité de y,,
puis majorer, pour tout z € R, [y() — ye(?)]
en fonction de ¢, ¢y, € et M, constante de
Lipschitz de la fonction g. En déduire que
pour tout r € R, yg() tend vers y(¢) quand
€ tend vers 0.

5. On suppose que
V(t,x) e Rx R, f(t,x) < g(t,x). (4.17)

En utilisant ce qui a été fait précédemment,
montrer que pour tout ¢ > 7y, y(t) = x(¢).
Qu’en est-il pour t < g ?

Exercice 12. Sur-solution et sous-solution

Soit I = [0,+e[ et f : I xR — R une fonction
globalement lipschitzienne de constante L.

Soit xo € R et soit x € C'(I) la solution du pro-

bleme
Viel, X (t) = f(t,x(t)) etx(0) = xo. (4.18)

1. On suppose dans cette question qu’il existe
une fonction ¥ € C! (1) telle que

xo < x(0). (4.19)
et
Viel, X (t) > f(t,x(1)). (4.20)
Prouver que
Vi el, x(t) <X(1). (4.21)
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2. On suppose dans cette question qu’il existe
une fonction x € C!(1) telle que

x(0) < xo. (4.22)

et

Vi€l X (1) < f(t,x(1)). (4.23)

En remarquant que —x'(¢) = —f(z,x(t)),
—x'(t) > —f(,x(t)) et —xo < —x(0), défi-
nir (X, X, f) en fonction de x, x, f permettant
de déduire de la question 1 que

Vi el, x(t) < x(t). (4.24)

3. Soit € € R. On note x, € C'(I) la solution
du probleme

Veel, x,(t) = f(t,xe(t)) +€ et xe(0) =xp+ €.

(4.25)
Apres avoir brievement justifié 1’existence
et 'unicité de x,, prouver que

Lt

Vi1, |xe (1) —x(t)] < ys|(e +eL’>.
(4.26)
4. On suppose dans cette question qu’il existe

une fonction X € C' (1) telle que

x0 < %(0). 4.27)

et

Veel, X (t) > f(t,x(1)). (4.28)
On appelle une telle fonction X une sur-
solution. Prouver, a I’aide de la question 1
et de la question précédente (en choisissant
€ <0), que

Ve el, x(t) <X(1). (4.29)
(On peut pareillement étendre le résultat de
la question 2 aux inégalités larges pour la
fonction x, appelée alors sous-solution.)

Exercice 13.

1. On considere I’équation différentielle
(Eo): ¥'+x*=0.

ou x désigne une fonction a valeurs réelles
deux fois dérivables.
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(a) Montrer que I’équation (Ey) est équi-
valente a un systeme différentiel
X'(r) = F(X(t)) ou F est une appli-
cation que I’on précisera.

(b) Pour (19,x0) fixé, justifier que 1’équa-
tion (Ey) admet une unique solution
maximale (J,x) vérifiant x(¢p) = xo.

(c) Montrer que pour une telle solution
maximale, il existe C € R telle que :

X)? x(@)t

¢
2 T4

vVt e J,

(d) En déduire que J =R.

2. On consideére maintenant 1’équation diffé-
rentielle suivante

(Ep) "+ 24X +x>=0.

(@) Pour A € R fixé, justifier qu’il
existe une unique solution maximale
(Jla-xl)‘

(b) Justifier que lorsque A tend vers 0, la
solution x; tend vers x dans un sens
que I’on précisera.

Exercice 14. Pendule pesant pour les petits
angles

Soit xp €]0, 7[. On considere le probléme de Cau-
chy du pendule pesant :

(P) x"(t)+sin(x(r)) =0, x(0)=xp,x'(0)=0
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et le probléme linéarisé (pour les petits angles) :

(P) Y'(t)+y(t) =0, y(0)=x0,)(0)=0

1. Montrer que (P;) est équivalent a la résolu-
tion d’un probléme différentiel non linéaire
X'(1) = F(X(1)) et X(0) =X© on F et
X sont a préciser.

2. Montrer que (P;) et (P,) admettent une
unique solution définie sur R.

3. On note x la solution de (P;) et y la solution
de (Pz).

(a) Montrer que pour tout 7 € R,

lx(1)] < xo.

_ (x@)=y(@)
(b) Montrer que Z(t) = (x’(t)—y’(t)
est solution d’un systeme différentiel
affine.

(c) Majorer ||Z(t)]|> en fonction de x, et
t et en déduire que pour tout € R,

3
()~ y(0) < 2l

Indication : on pourra utiliser l’in-

égalité suivante pour tout x € R :

x|

|x — sin(x)] 5



Chapitre 5

Problemes autonomes

Définition 5.1 — Probléme autonome

Soit Q C R"” un ouvert et soit F : Q@ — R” continue et localement Lipschitzienne. Soit
(0, X (O)) € R x Q. On dit que le probleme de Cauchy suivant est un probleme autonome :
Déterminer J C R et une fonction dérivable X : J — Q, telle que

X(t) =X etve e J, X'(t) = F(X(2)) (5.1)

Remarque. Moralement, un probléme est autonome lorsque F ne dépend pas explicitement du temps.
Dans tout le chapitre, on considérera donc que les problemes autonomes considérés sont résolus sur
I=R

1 Trajectoires et portrait de phase

1. Définitions et premieres propriétés

Dans toute cette partie, on consideére un ouvert Q C R" et F : Q — R" continue et localement
Lipschitzienne.

Définition 5.2 — Trajectoire

On appelle trajectoire du probleme autonome (5.1) un ensemble T C Q tel qu’il existe fp € R
et XO € Qtels que
T={X(t),teJ}, (5.2)

ou (J,X) est I'unique solution maximale du probléme de Cauchy (5.1).

Le lemme qui suit n’est pas vrai pour des probleémes non autonomes. Il permet ainsi de saisir la grande
différence qui existe entre probléme « autonomes » et « non autonomes ». Pour ainsi dire, tout ce que
nous allons faire dans ce chapitre, définir en particulier la notion de portrait de phase, ne serait pas
possible sans ce lemme.

Lemme 5.1 — Les trajectoires ne se coupent pas

Soient 7} et T, deux trajectoires du probleme de Cauchy (5.1) telles que 77 N 75 # 0. Alors
T =T1.

78
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Démonstration. Supposons que Ty N T, # O et considérons X M) e Ty NT>. 1 existe (J1,X;) solution
maximale de (5.1) telle que 71 = {X, (¢),t € J1 }, et (J2,Xz) solution de (5.1) telle que T = {X,(¢),7 €
Jr}. 1l existe donc t €Jtel que X(t) = XWetr, e S tel que Xz (1) = xM,
On pose alors J= {t—t +11,1 € Ji} (onaalorst € J si, et seulement si, £ —t; +1, € Jp).
De plus, on pose, pour 7 € J, X)) =Xo(t—11+1).
Ainsi, (J1,X;) et (J,X) sont deux solutions de (5.1) avec la condition initiale X () =X ),
Par le théoreme 4.5, ces deux fonctions sont donc identiques. On a donc J; = J. Par suite, les trajec-
toires T; et T associées 2 ces deux solutions sont identiques.
Au final, on a bien

={X(1), teh}={X@t), 1]} =T=T,.

O
Définition 5.3 — Portrait de phase
On appelle portrait de phase ’ensemble des trajectoires du systtme différentiel X'(z) =
F(X(2)).
Remarque. « D’apres le Lemme 5.1, le portrait de phase d’un systeme autonome est une par-

tition de Q

« D’apres la démonstration du Lemme 5.1, si deux solutions maximales (J1,X) et (J2,Xa) ont
leur trajectoire qui se coupent, alors il existe T € R tel que Jo, =J; + T et tel que pour tout
t €J1, X1(t) =X2(t+T). Par conséquent, lorsqu’un systéme est autonome, on pourra toujours
se ramener au cas ou la condition initiale du probléme de Cauchy considéré est donnée pour
to=0.

2. Solution globale avec fonction de Liapunov

Soitn € N* et F : Q — R”, ou Q est un ouvert de R”. On suppose que F est continue, localement

lipschitzienne en chacun de ses points.

On s’intéresse au probleme de Cauchy suivant : trouver, pour X ©) € Q donné, le couple (J,X) avec
=[0,T] ou [0, o[ la solution maximale du probléme de Cauchy autonome

X'(t)=F(X(t)) et X(0) = x©) (5.3)

Dans la continuité de ce qui a été fait dans les exercices du chapitre précédent, nous allons démontrer
un résultat permettant d’assurer que la solution maximale soit une solution globale.

Théoreme 5.2 — Solution globale avec existence d’une fonction de Liapunov

On suppose qu’il existe une fonction V : Q — R de classe C' telle que

. VA € R, 3K compact inclus dans Q, VX € Q\ K, V(X) > A,

. il existe des réels o > 0,8 > O tels que VV(X) - F(X) < aV(X) + B pour tout X € Q.
Alors le probleme de Cauchy (5.3) posséde une solution globale.

Remarque. Une fonction V vérifiant les hypothéses du théoréeme 5.2 est appelée fonction de Liapu-
nov.

Exemple. La fonction F(X) = AX, ol A est une matrice carrée, satisfait ces hypotheses avec V(X ) =
X[> =X+

Démonstration. La fonction réelle f(t) = V(X(t)) est de classe C'(J) et vérifie pour tout ¢ € J la
relation f'(t) = VV(X(1))-X'(r) = VV(X(t)) - F(X(¢)) < a.f(¢) + B. Par la technique de la preuve
du lemme de Gronwall, on obtient que f(r) < g(¢) avec g(¢) = (f(0) + g)ea’ - g sia>0,etg(t)=
f(0)+ Bt si @ = 0. Donc si J est majoré, donc J = [0, T'[, on obtient une contradiction : en effet, si K
est un compact tel que pour X ¢ K, V(X) > g(T), le théoréme des bouts implique qu’il existe € > 0

tel que, pour ¢t €]T —&,T[, X(t) ¢ K donc f(1) > g(T) > g(t). O
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2 Points d’équilibres : définitions et premiers résultats

Définition 5.4 — Point d’équilibre

On dit que X € Q est un point d’équilibre du systeme différentiel X'(¢) = F (X (¢)) si F(X) =0.

Définition 5.5 — Point d’équilibre stable

On appelle point d’équilibre stable du systeme différentiel X' () = F(X(¢)) tout point d’équi-
libre X(1) € Q tel que : pour tout € > 0, il existe § > 0 tels que, pour tout X0 € B(X() §) c Q,
la solution maximale (J,X) du probleme X’ (1) = F (X ()), avec X (0) = X%, vérifie [0, +-co[C J
et X(¢) € B(XD &) C Q pour tout ¢ > 0.

Exemple. Si F(X) = <_l O> X avec X € R?, les points (x,0)’ sont des points d’équilibre stables.

0 O

Définition 5.6 — Point d’équilibre attractif

On appelle point d’équilibre attractif du systeme différentiel X’ (r) = F (X (¢)) tout point d’équi-
libre X(1) € Q tel qu’il existe p > 0 tel que, pour tout X0 ¢ B(X(l) , ) C Q, la solution maxi-
male (/,X) du probleme X'(t) = F(X(t)), avec X (0) = X(©), vérifie [0, +-o0[C J et

lim X (1) = X1,

t—o0

Définition 5.7 — Point d’équilibre asymptotiquement stable

On appelle point d’équilibre asymptotiquement stable du systeme différentiel X'(r) = F (X (z)),
t € R, tout point d’équilibre X (V) stable et attractif.

Remarque. Par rapport aux systemes différentiels linéaires a coefficients constants, la les définitions
précédentes sont plus générales et nécessitent I’ajout de I’hypothése « la solution maximale existe sur
[0;+oo[. Cela est en fait automatiquement vérifié pour les systemes différentiels linéaires mais, dans
le cas général, parler de la limite lorsque t — +oo n’aurait par exemple aucun sens si J était un
intervalle borné.

Il est a noter qu’un point d’équilibre peut étre attractif sans étre stable, comme illustré par I’exemple
suivant.

Exemple. Dans le cas n = 2, nous considérons F : R? — R? définie par F((0,0)") = (0,0)", et, pour
X = (xl,xZ)t # (0,0)",

*2 (%2 —x )+x

F(X) _ (x%er%)(lJr(x%er%)z)

x% (x2—2x1)

(¥2+x3) (l—i—(x%-‘rx%)z)
La fonction F est globalement lipschitzienne (continfiment différentiable en dehors de 0, dérivées

partielles bornées, et localement lipschitzienne en 0). Le portrait de phase est alors représenté dans la
figure suivante :
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Proposition 5.3

Soit F définie sur un ouvert Q C R” une fonction localement lipchitzienne. Soit (J,X) une
solution maximale non constante du probleme de Cauchy (5.1) telle que J est non majoré. Si
X converge vers [ € Q (lorsque t — +o0), sa limite est un point d’équilibre (donc F (1) = 0).

Démonstration. Si Xy est un point d’équilibre pour le probleme de Cauchy (5.1), {Xp} est une trajec-
toire. Par conséquent, d’apres le lemme 5.1, il s’agit de la seule trajectoire contenant X et la solution
correspondante est une solution constante.

Par ailleurs, supposons que (J,X) est une solution maximale non constante du probleme de Cauchy
(5.1) avec J non majoré et convergente vers [ € R”. En intégrant X'(r) = F (X (¢)) entre k et k+ 1, on
obtient :

k+1
Xk+1)—X(k)= F(X(t))dt. (5.4)
k
gi(t)
En notant F(X (1)) = : et en appliquant le théoréme de la moyenne sur chacune des compo-
8n(t)
santes, il existe 7£,...18 € [n,n+ 1] tels que
k
k+1 g1(t)
F(x())dr = | -
k
8n (t;]; )
En faisant tendre k vers I’infini dans 1’égalité (5.4), on obtient donc que F (/) = 0, ce qui signifie que
[ est un point d’équilibre. O

Remarque. En dimension 1, F est toujours de signe constant entre les points d’équilibres. Par consé-
quent, toute solution du probleme de Cauchy (5.1) avec Xy différent d’un point d’équilibre sera une
fonction strictement monotone. Dans le cas ou ’on peut montrer que la solution est bornée, elle
convergera ainsi vers un point d’équilibre.
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3 Stabilité des systemes différentiels linéaires a coefficients constants

On s’intéresse maintenant aux systemes différentiels linéaires a coefficients constants ot I’on va voir
qu’il existe un critére simple permettant de savoir si I’on a un équilibre (asymptotiquement) stable ou
non. La suite du chapitre présentera ensuite des résultats concernant les systemes linéaires.

La réduction d’une matrice en blocs de Jordan (éventuellement dans .#,(C) permet directement
d’obtenir les résultats suivants :

Proposition 5.4

Soit A € ., (R). 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable du systeme X' (r) = AX (¢)
si, et seulement si, pour toute valeur propre A € Sps(A), Re(4) < 0.

Proposition 5.5

Soit A € .#,(R). 0 est un point d’équilibre stable du systeme X'(z) = AX (¢) si, et seulement si
pour toute valeur propre A € Spc(A) :

Re(A) <0
ou
Re(l) =0et dim(E,l) =my

ou E; =ker(A — Al,) est le sous espace propre (complexe) associé a A et m;, la multiplicité de
A dans le polyndme caractéristique x4.

Exemple. . Dans le cas n =2, on considere F(X) = <_1 0 >X avec X € R?. Le point 0

0 -2
est un point d’équilibre asymptotiquement stable.
0 1
-1 0
d’équilibre stable mais n’est pas asymptotiquement stable.

. Dans le cas n = 2, on considere F(X) = ( )X avec X € R?. Le point 0 est un point

4 Théoremes de stabilité et fonctions de Liapunov

Dans cette partie du cours, nous prenons comme norme sur R” la norme euclidienne de I’espace
vectoriel euclidien. On note, pour tout A € R” et tout r > 0, B(A, r) la boule ouverte de centre A et de
rayon r, et on note B(A, r) la boule fermée.

1. Trois exemples simples

L’ objectif de cette partie est de comprendre la notion de fonction de Liapunov a traver I’étude de
systemes différentiels linéaires a coefficients constants pour lesquels on connait déja les résultats de
stabilité. Cela permettra ensuite d’établir des résultats plus généraux, s’appliquant notamment aux
systemes différentiels non linéaires.

a. Exemple 1 : oscillations harmoniques

On considere 1’équation du pendule pesant linéarisée (pour les petits angles) :

X" (t) +x(t) = 0.
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t . P N
En posant X (¢) = (;23) cette équation est équivalente a X'(r) = (
X (1) =y()
(1) = —x(1)
D’un point de vue physique, I’équation x”(r) + x(r) correspond en fait a 1’écriture de la seconde loi
de Newton F —mad = 0.
En multipliant cette équation par V (multiplication au sens du produit scalaire), on obtient

_()1 é) X (1), soit au systeme

F-V—md-v=0.

Les termes de cette derniere équation sont homogenes a une puissance (en Watt). L’équation signifie
que la puissance apportée au systeme est nulle en tout tenmps ¢. En intégrant, on obtient le théoréme
de I’énergie cinétique a savoir qu’ici, 1’énergie mécanique du systéme est constante (on dit que le
systéme est conservatif).

En physique, I’énergie mécanique du systeme est la somme de 1’énergie cinétique et de I’énergie
potentielle. L’ énergie cinétique est liée a la vitesse (E, = %mvz) tandis que 1’énergie potentielle est
fonction de la position (plus le systeme est « élevé », plus son énergie potentielle est grande). Autre-

ment dit, comme 1’énergie mécanique se conserve, lorsque la hauteur du pendule diminue, sa vitesse
augmente et lorsque la hauteur augmente, sa vitesse diminue.

Nous allons maintenant traduire ces considérations énergétiques en des termes mathématiques :
On multiplie 1’équation différentielle par x’(r) (ce qui correspond a la multiplication par ¥ d’un point
de vue physique) :

X ()" () + X (t)x(t) =0

En intégrant, on obtient :

1 /()2 2
3 (x'(1)* +x(1)%) = cste.
Par conséquent, les solutions du systeme considéré décrivent des trajectoires circulaires (des cercles
centrés en I’origine). Le point d’équilibre 0 est stable. D un point de vue géométrique, on le comprend
par le fait que les solutions ne s’éloignent pas de I’origine. Du point de vue physique, 1’énergie est

conservée : il n’y a pas d’apport d’énergie et le systeme reste donc « proche » de son état d’équilibre.

1
La fonction définie par V (x,y) = 3 (x*+?) est appelée fonction de Liapunov. Si X (t) = (ig;) est
une solution du systéme, la fonction E(¢) = V(x(¢),y(¢)) correspond a 1’énergie au temps ¢. Ici, cette
énergie est constante.

b. Exemple 2

-1 0

On considere le systtme X'(¢) = < 0 —1

)X (t). Le point d’équilibre 0 est clairement un point

d’équilibre asymptotiquement stable.

Ici, en définissant V (x,y) =
V(x(t),y(t)),ona:
E'(t) = VV (x(1),y(t)) - F (x(1),y(r)) = =x(t)* = ¥(r)* < 0.

Cela signifie que 1’énergie du systeéme diminue au cours du temps : en partant d’un point proche de
0, la solution va converger vers 0. Pour ainsi dire, le syst¢tme ne pourra pas acquérir pas une énergie
suffisante pour s’éloigner de 0.

(+y?), si X(1) = <;8> est une solution du systeme et si E(r) =

S
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D’un point de vue mathématique, les lignes de niveaux étant des cercles, le fait que VV(X)-F(X) <0
traduit le fait que les trajectoires sont orientée vers 1’intérieur des cercles et explique la convergence
des solutions vers 0.

c. Exemple 3

1 0
0 -1
tement de voir que 0 est un point d’équilibre instable (1 est une valeur propre strictement positive).
En reprenant la méme fonction V et la méme fonction E que précédemment :

E'(1) =x(1)* = y(1)*.

Si, par exemple, y(z) = 0 (c’est a dire que 1’on se trouve sur I’axe des abscisses), I’énergie du systeme
sera strictement croissante. Cela est lié au fait que le point O est instable.

Nous notons au passage qu’il suffit qu'une des directions mene a s’éloigner du point d’équilibre pour
que celui-ci soit instable. Cela est une différence importante avec les points d’équilibres stables pour
lesquels il est nécessaire d’établir la stabilité sur tout un voisinage du point.

On considere enfin le systtme X'(r) = X (t). Le tracé du portrait de phase permet immédia-

2. Critere de stabilité de Liapunov

Soit n € N* et F : Q — R”, ou Q est un ouvert de R”. On suppose que F est continue, localement
lipschitzienne en chacun de ses points.

On suppose que X € Q est tel que F(X) = 0, donc un point d’équilibre.

On a le résultat suivant.

Théoréme 5.6 — Théoréme de Liapunov

On suppose qu’il existe une fonction V : Q@ — R telle que V est de classe C!, et qu’il existe
a > (0 avec

1. B(X,a) C Q,
2. V(X)=0etV(X) >0 pourtout X € B(X,a)\ {X},
3. VV(X)-F(X) <0 pour tout X € B(X,a).

Alors X est un point d’équilibre stable. De plus, si on suppose que VV (X)-F(X) < 0 pour tout
X € B(X,a) \ {X}, X est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Remarque. Une fonction V vérifiant les hypothéses du théoreme 5.6 est appelée fonction de Liapu-
nov.

) 1 o R

Exemple. La fonction F(X) = (_01 0> X avec X € R?, satisfait ces hypotheses avec VV(X) -
n

F(X)=0pour V(X) = |X|* = lez Le point 0 est donc un point d’équilibre stable. En revanche,
i=1

il ne satisfait pas I’inégalité stricte permettant de conclure a un point d’équilibre asymptotiquement

stable.

Démonstration. . Soit (/,X) une solution maximale et V : Q — R une fonction vérifiant les
hypotheses du théoreme.
Soit € €]0,a] donné. Comme la fonction V est continue, elle atteint son minimum m > 0 sur
le compact S(X, &) = {X € Q, ||X —X|| = €}. Soit & €]0, ¢ tel que

VX € B(X,8), V(X) < m.
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Soit Xy € B(X, ) et soit (X,J) avec J = [0,T[ ou [0,+oo[ la solution locale maximale du
probléeme de Cauchy autonome

X'(t)=F(X(t)) et X(0) = Xp.

Montrons que
Vield, |X(1)—X| <e. (5.5)

Supposons le contraire. Soit #; € J le plus petit # € J tel que ||X(z) — X|| = €. On a alors
t1 > 0 (car X(t) € B(X, 8) sur un voisinage de 0 par continuité de X) et V(X (¢1)) > m puisque
X (1) € S(X,€). Nous considérons la fonction réelle E(r) = V(X (t)). Cette fonction est de
classe C!(J) et vérifie E'(t) = VV (X (¢))-X'(¢t) = VV(X(¢)) - F(X (1)) < 0.
E est donc décroissante. Comme E (X (0)) < met E(X(t;)) > m, cela est absurde. Ainsi, (5.5)
est démontré, ce qui implique, par théoreme des bouts, que J = [0, +oo[. On a donc montré
que I’équilibre est stable.

. Supposons maintenant que VV(X) - F(X) < 0 pour tout X € B(X,a) \ {X}. Soit § donné
comme ci-dessus pour € = a et soit Xy € B(0, ), et X (¢) tel que

X'(t)=F(X(t)) et X(0) = Xo.
Alors, pour tout 7 € [0,+oo[, on a X(¢) € B(X,a) \ {X} (on ne peut pas avoir X (¢) = X par
unicité de la solution maximale) et la fonction E () = V(X (¢)) vérifie
Vt € [0,+oo[,E'(t) < 0.

Donc la fonction E est décroissante minorée par 0, elle converge vers un réel noté ¢ quand
t —> oo,

Supposons que ’on n’a pas lim, ... X (¢) = X. Cela signifie qu’il existe & > 0 tel que, pour
tout T € [0, oo, il existe t7 > T avec ||X (t7) — X || > & (on a donc & < a). Comme ||F(Z)||
est borné par M pour tout Z € B(0,a), pour tout ¢ € [t7,t + »5),

1
&
1X() =X ()| = || [ FOx(s))ds] < (¢ —er)M < oo,
Ir M
donc, par inégalité triangulaire,
- &
X)X > 2.

Comme I'ensemble K = B(X,a) \ B(X, %) est un compact, il existe o > 0 tel que, pour tout
ZeK,VV(Z)-F(Z) < —a.
On a alors, comme X (s) € K pour tout s € [t7,17 + 517),

N
;2

E(tT—i—%)—E(;T) _/:w V(X (5)) - F (X (5))ds < —a5 -

En faisant tendre T vers I’infini, on obtient

€
0=0—0<—a-2 <0,
M

ce qui est impossible. Donc lim, . X () = X.

Théoreme 5.7 — Théoreme de Chetaev

On suppose qu’il existe une fonction V : Q@ — R de classe ¢! et a > 0 tels que
1. B(X,a) C Q,
2. V(X) =0 et X appartient a I’adhérence de I’ensemble {X € B(X,a); V(X) >0},
3. Pour tout X € B(X,a) tel que V(X) >0,0ona VV(X)-F(X) > 0.

Alors X est un point d’équilibre instable.
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Remarque. La aussi, une fonction V vérifiant les hypotheses du théoréme 5.7 est appelée fonction
de Liapunov.

Démonstration. Soit € €]0,d], et soit X©) € B(X &) tel que V(X(©)) > 0 (ainsi X(©) #£ X). Soit (J,X)
avec J = [0,T] ou [0, 4oo| la solution maximale du probleme de Cauchy autonome

X'(t)=F(X(t)) et X(0) = x©.

On souhaite montrer qu’il existe un temps 7; > 0 tel que ||X (r;) — X|| = €. On pose

G = {Y cB(X,a),V(Y) > V(f") }

La fonction continue Y +— VV(Y) - F(Y) atteint son minimum sur le compact G, noté b > 0. On sait
de plus que Xy € G. Tant que, pour ¢ € J, on a X(¢) € G, la fonction réelle E(t) = V(X(z)), qui est
de classe C'(J), vérifie E'(t) = VV(X (1)) -X'(t) = VV(X(t)) - F(X(t)) = b. Donc E est croissante
et E(t) > E(0)+ bt > 0 pour un tel ¢. Si, pour tout ¢ € J, X(¢) € G, alors la solution est globale

et J = [0, 4oo[. Comme la fonction E est bornée sur le compact G, ceci est en contradiction avec
E(t) > E(0) +bt. Donc il existe € J tel que X (1) ¢ G. Soit

n =inf{t € J,X(t) ¢ G} :inf{t eL|X()—X| >aouV(X(r)) < V(XO)}

2
Al . L _— _ V(Xo)
ors X (1) est sur la frontiere de G, ce qui signifie [|[X (1) — X|| =aouV(X(#;)) = 5
V(X — —
Comme V(X (t;)) > V(Xo) > (20), on a donc ||X (#;) — X|| = a. Cela montre que le point X est un
point d’équilibre instable. O

3. Critere de stabilité pour les fonctions de classe C!

On commence par démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.8

Soit A € ., (R) une matrice dont toutes les parties réelles des valeurs propres sont strictement
négatives. Alors il existe une matrice symétrique définie positive P telle que AP +PA = —1,,.

Démonstration. Soit, pour tout t > 0, M(t) = exp(tAT) exp(tA). L’hypothése sur A implique que

lim exp(tA) = lim exp(tA”) =0.

t—too 1—o0

On a alors
o0

A M (t)dt = —M(0) = —1,.

Or M'(t) = ATM(t) +M(t)A. Donc la matrice

+oo oo
P= M(t)dr = / exp(tAT ) exp(tA)ds
0 0
vérifie la conclusion de 1I’énoncé, car pour tout X € R"\ {0},
XTexp(tAT)exp(tA)X > 0, comme exp(tA) est une matrice inversible et exp(tAT) = (exp(tA))T. O

On peut maintenant énoncer les résultats suivants donnant des conditions (seulement suffisantes) sur
la Jacobienne d’un systeme différentiel non linéaire pour qu’un point d’équilibre soit asymptotique-
ment stable.
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Théoréme 5.9 — Critére de stabilité du point d’équilibre X

On suppose que la fonction F est de classe C' et que toutes les valeurs propres de la ma-
trice Jacobienne Vy F ont une partie réelle strictement négative. Alors le point X est un point
d’équilibre asymptotiquement stable.

Démonstration. On note A = VxF la matrice Jacobienne de F au point X.
On a I’existence d’une matrice E(X) telle que

FX)=FX)+(A+EX))(X —X),
avec limy_xE(X) =0.

Soit P la matrice symétrique définie positive donnée a partir de A par le lemme 5.8. On consideére la
fonction V : Q — R définie par V(X) = (X — X)TP(X —X). On a alors, pour X € Q,

VV(X)-F(X)=(X-X)"PF(X)+F(X)TP(X —X)
=(X-X)"(PA+ATP+R(X))(X —X) = (X —X)T (I, +R(X)) (X — X),
avec R(X) = PE(X) +E(X)T P symétrique telle que

lim R(X) =0.
X—X

Comme cela s’applique a la norme subordonnée de la norme euclidienne, la valeur propre de plus
grande valeur absolue de R(X) tend donc vers 0, et donc il existe alors a > 0 tel que, pour tout
X € B(X,a), Sp(R(X)) € [~3,%]. On a alors

VX € B(X,a)\ {X}, (X —X)T (=L, + R(X))(X —X) < 0.

Les hypotheses du théoreme 5.6 sont donc satisfaites. O

Théoréme 5.10 — Critére d’instabilité du point d’équilibre X

On suppose que la fonction F est de classe C' et que I’une des valeurs propres de la matrice Ja-
cobienne V¢F a une partie réelle strictement positive. Alors le point X est un point d’équilibre
instable.

Démonstration. Comme dans la démonstration précédente, on note A = Vy. On considére la dé-
composition de Schur de la matrice A. Il existe une matrice orthogonale Q € .#,(R) et une matrice
A € M,(R), vérifiant A = QAQT, et telles que A soit de la forme suivante :

Al X X X X X
Ay X X X X
-~ A X X X
A= 3
X X
0 Ap—l X
Ap
Les blocs diagonaux A; € ///Ci(R) pour i = 1,...,p sont des matrices de coté ¢; = 1 ou 2, associés

respectivement aux valeurs propres réelles et aux valeurs propres comportant une partie imaginaire
non nulle, et les symboles x représentent des termes pouvant étre non nuls. On ordonne les blocs de
telle sorte que le dernier bloc, noté A, de coté ¢, = 1 ou 2, soit associé a une valeur propre ayant
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une partie réelle strictement positive. Soit P, la matrice de c6t€ ¢, donnée par le lemme 5.8 a partir
de —A,, et soit P = QPQ", ou P est donnée par

0
0 0
P 0
0 0
Py
On a alors
0 0
0 0 0 0
TH 0 T 5% 0 T
ATP=0 Q' etPA=0 0.
0 0 0 0
ALPy PyAp

On en déduit
ATP4+PA = Q(ATP+PA)Q" = QRO

ou R est donnée par

Dans I’expression ci-dessus, I, est la matrice identité de c6t€ c¢j. Un raisonnement analogue a celui
de la preuve du théoreme 5.9 permet alors d’appliquer le théoréme 5.7, avec

ViX)=(X-X)"P(X -X).
O

Remarque. Pour les systemes différentiels non linéaires, dans les cas ou la Jacobienne admet des
valeurs propres de partie réelles nulles, il n’est pas possible de conclure quant a la stabilité du point
d’équilibre. Cela est une différence importante d’avec les systemes linéaires.
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Exercices

&9

Exercice 1. Solutions périodiques

Soit F : Q — R”" une application continue et lo-
calement Lipschitzienne sur un ouvert Q C R™.
Soit (J,X) la solution maximale et non constante
de X'(t) = F(X(z)). On suppose qu’il existe
T € JN]0;+oo[ tel que X(7T) = X(0). On a donc
[0,T] CJ.

1. Montrer que [0,27] C J et que pour tout
tel0;T, X(t+T)=X(z)

2. Monter ensuite que J = R et que pour tout
teR,X(t+T)=X(t).

3. Onnote 71 =inf{sr > 0; X () =X (0)} (cet
inf existe car I’ensemble considéré est mi-
noré et non vide).

Montrer que 77 > 0 et que 7 = min{r >
0; X(r) =X(0)}.

4. Les questions précédentes montrent que X

est T périodique. Montrer qu’il existe n €

T
N*tel que 7} = —.
n

Exercice 2. Etude de points d’équilibre
Soit f la fonction de R dans R définie par
Vx € R, f(x) =x(x*—1). (5.6)
1. Prouver que pour tout xo € R, il existe une
et une seule solution maximale (/,x), avec
x € C'(J) et J intervalle ouvert tel que
0 € J, solution du probleme x(0) = xp et
¥(1) = f(x(1)).
2. Prouver que x € C*(J).

3. Donner, dans le cas du probleme avec
f : R — R, la définition de « xy est un
point d’équilibre stable », « xp est un point
d’équilibre instable », « xp est un point
d’équilibre asymptotiquement stable ».

4. Trouver les points d’équilibre et étudier
leur stabilité au moyen du théoréme du
cours.

5. Prouver que, lorsque xo € [—1,1], la so-
lution maximale est globale. Donner, avec
justification, les limites en 4-oo de la solu-
tion selon la valeur de xo € [—1,1].

6. Soit xo > 1. Prouver que pour tout ¢ € J,
x(t) > 1. En déduire que pour tout 7 € J N

[0, 4o, ¥'(¢) > x(t)? — 1. En intégrant la
relation
x'(s)

x(t)>—1
entre 0 et 7, en déduire que la solution
maximale n’est pas globale. Quelle est sa
limite en 7 = supJ ? Quelle est sa limite
en —oo? (un raisonnement similaire s’ap-
plique pour xg < —1).

Vs € [0,1], > 1

7. Tracer le portrait de phase de I’équation
différentielle.

Exercice 3. Soitn € N* et F : Q — R", ou Q est
un ouvert de R"”. On suppose que F est locale-
ment lipschitzienne en chacun de ses points. Pour
Xo € Q donné, On étudie le probleme de Cauchy
autonome posé sur [ = [0, 4o :

Vied, X'(t)=F(X(t)) et X(0) = Xo,

ou (X,J),avec J =[0,T[, T > 0 ouJ = [0, 4],
est la solution locale maximale du systeme diffé-
rentiel.
On suppose qu’il existe une fonction V : Q — R
telle que V est de classe C' et telle que
. VA € [V(Xp),+oof, {X € Q:V(X) <A}
est un compact de Q,
. il existe des réels o > 0, > 0 tels que
VV(X)-F(X)<aV(X)+p pourtout X €
Q.

1. Dans cette question seulement, on sup-
pose que Q = R3, F : (x1,x0,x3)" —
(x2,x1x3, —x1x2)", V 1 (x1,x2,x3)" — x% +
x3 + (x3 + 1)2. Prouver que les hypothéses
de I’exercice sont satisfaites dans ce cas, et
donner explicitement la valeur de VV (X) -
F(X).

Dans les questions suivantes, on revient au
cas général.

2. Soit f:J — R, t — V(X(1)). Prouver que
f est de classe C! et calculer f'.

3. Trouver une fonction continue g :
[0,+co[— R telle que pour tout t € J,
f(t) < g(¢) (on donnera I’expression ex-
plicite d’une telle fonction g au moyen de
V(Xo), o et B, en distinguant les cas o =0
eta > 0).

4. En déduire que J = 1.
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Exercice 4. Onpose Q =R? et F : Q — R? est
la fonction définie pour tout X = (ﬁl> € R? par:
2

X — x2 x2 X
FX) = (—)lcl(l—ﬁ-xg(ii_()i%)—l-+x%§)>' ©7)

On s’intéresse a la solution maximale (/,X) du
systeme différentiel d’ordre 2 suivant :

X(0) =X etvres, X'(1)=F(X(r)), (5.8)

ou I’on étudie le probleme sur I’intervalle I =

[0,+eo[, I'intervalle de définition de la solution

maximale s’écrit J = [0,7y/] avec fy > 0 ou bien
(0)

J=LX :J—QXx0= (’%) cR2,

X

90

. Etudier les points d’équilibre, et leur stabi-

lité.

. On suppose a partir de cette question

que X© =£ (0,0, on définit r(r) =
(x1(2)% +x2(t)>)V/? pour 1 € J et X(t) =
(x1(2),x2(¢))". Donner I’expression de r(r)
en fonction de r(¢) et en déduire que r €
cl(J).

. Prouver que r est bornée sur tout intervalle

borné.

. En déduire que J = [0,+oo[ et que

limy oo r(t) = 1.
0) _

. On définit 6y € [0,2x[ tel que x, =

r(0)cos(6p) et xgo) = r(0)sin(6p). Prouver
que X (1) = (r(t)cos(6p —t),r(t)sin(6y —
t)). En déduire I’allure du portrait de
phases.



Chapitre 6

Modélisations

1 Modele SIR en épidémiologie

Dans une population de taille N (constante), on note s(¢) la proportion de personnes susceptibles, i(z)
la proportion de personnes infectées et r(¢) la proportion de personnes retirées.

1. Montrer que, sous des hypotheses que 1’on précisera, la situation se modélise par le systeéme
différentiel suivant défini sur / = [0, +oo] :

ds .
— = —asi
dr

di
d—;:asi—bi
dr_
dr

bi

avec les conditions initiales s(0) = N — ip, i(0) = ip et r(0) = O (en supposant iy < N).
2. Prouver I’existence d’une solution locale au probleme de Cauchy (on notera J I’intervalle de
définition de la solution maximale).
3. Déterminer I’ensemble des points d’équilibre dans R3.
4. Montrer que
Vt € JN)0,+eo, s(t) >0, i(t) >0 etr(r) >0
5. On pose P(t) = s(t) +i(t) + r(¢). Montrer que P est constante et en déduire que J = [0, +-oo].

6. Etude de la convergence de la solution

(a) Justifier que s(¢) posseéde une limite /; > 0 quand # — oo, puis que i(¢) posséde une limite
[ > 0 quand t — oo.

(b) En déduire que la solution du probleme de Cauchy converge lorsque ¢ — +-co.

(c) Montrer que /, = 0.

(d) Montrer que pour tout ¢ > 0,
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(e) En déduire que /; est I'unique solution dans I’intervalle ]0; 1] de I’équation

l—x—i—bln< x. > =0
a 1—ip

7. Onnote I3 = lim r(t) et Zy = a
t—roo b
(a) Interpréter le sens de Z.
(b) Dans le cas ou Zy > 1 et Zy =~ 1 et si iy est trés petit (devant 1) montrer par un dévelop-
pement limité que

I3 ~2(%)—1).
(c) Montrer enfin que, sous les méme hypotheses, en notant 7 la date du pic épidémique,

2
i(r)%(ﬁoz D) )

2 Modéeles en économie

1. Equation logistique

L’équation logistique, introduit initialement par Pierre Francois Verhulst pour modéliser la crois-
sance d’une population, permet de comprendre certains phénomenes économiques en modélisant
par exemple I’exploitation d’une ressource non renouvelable. On considere ainsi une ressource dont
I’évolution est modélisée par 1’équation logistique suivante :

R'(t) = rR(z) <1 — R}?)

ol R(7) € R est la quantité de ressource exploitée au temps 7 € [0, +oo[ et ol1 les constantes du systéme
sont :

. le taux de croissance intrinseque r > 0,

. la capacité de charge K > 0.

1. Justifier les dénominations « taux de croissance intrinséque » et « capacité de charge ».
2. Déterminer I’ensemble des points d’équilibre de I’équation différentielle.

3. Soit Ry > 0. Justifier qu’il existe une unique solution maximale (J,R) du probléme de Cauchy

suivant :
R'(t) = rR(t) (1 — RI(<t)>
R(0) =Ry

(ou J est un intervalle ouvert de [0;4oo|)

4. Justifier que pour tout ¢t € J, R(¢) > 0.

5. En utilisant le changement de variable X (1) = , calculer I’expression de R en fonction de

b

R(1)
t € J puis en déduire que la solution maximale est globale.

6. Selon la valeur de Ry, déterminer les variations de la fonction R.

7. Déterminer lim;_, ., R(?).



CHAPITRE 6. MODELISATIONS 93

2. Energies fossiles vs énergies renouvelables

On considere le probleme de Cauchy suivant modélisant la part des énergies fossiles et renouvelables
dans le mix énergétique d’un pays et défini sur [ = [0; +oo].

F'(t) =rF(r) <1 - W) avec F(0)=F
(En):
R(1) = rR(1) <1 _ W) avec  R(0) = Ro

ol les grandeurs mises en jeu sont :

. F(t) : consommation d’énergie fossile (charbon, pétrole, gaz)

« R(t) : consommation d’énergie renouvelable (solaire, éolien, hydroélectrique)

. Fy > 0 : consommation initiale d’énergie fossile

« Ry > 0 : consommation initiale d’énergie renouvelable

. r1 > 0 : taux de croissance autonome des fossiles en absence de renouvelables (demande,
infrastructure en place)

. rp >0 : taux de croissance autonome des énergies renouvelables en absence fossiles (innova-
tion, investissements)

. a; > 0: compétition exercée par les renouvelables sur les énergies fossiles (substitution tech-
nologique, régulation)

. 0 : freinage des énergies renouvelables dii aux énergies fossiles (monopoles, inertie indus-
trielle, lobbying)

« K1 > 0: capacité de charge des énergies fossiles

. K» > 0: capacité de charge des énergies renouvelables

F(1)

1

R(1)

1. En faisant les changements d’inconnues x(7) = et y(r) = o montrer que le probleme
2

de Cauchy (E)) est équivalent a

X (t)=rix(t) (1—(x(t) +ary(r))) avec x(0)=uxp
(E») :
Y(t) = ray(t) (1= (y(1) +axx(r))) avec y(0) =yo
oua; >0,a; >0xy >0 ety > 0 sont des constantes que 1’on exprimera en fonction de o,
o, K1, K>, Fy et K.
Dans la suite, on notera X (1) = (;8) et on supposera aja; # 1.

2. Montrer qu’il existe une unique solution maximale (/,X) au probleme de Cauchy (E;) et que

Xee=().
3. Montrer que pour tout ¢ € J,

0 <x(r) <max(1l,xo) et 0<y(r)<max(l,yp).

En déduire que J = [0; +oo].
Indication : pour montrer ’inégalité x(t) < max(1,x0) on pourra raisonner par I’absurde et
commencer par appliquer le théoreme des accroissements finis entre ty et t,.

4. Dans le cas xo = 0 ou yp = 0, déterminer I’expression de la solution. Quelle est la limite de

%) 9
(R(t)) (lorsque t — +o0) dans ces cas

5. Montrer que le systeme différentiel admet trois ou quatre points d’équilibres selon les valeurs
de a; et as.
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6. Avec python, tracer le portrait de phase du systéme.

7. On rappelle que ’on a supposé aja; # 1. Pour cette question (uniquement), on supposera
également que a; # 1 et ay # 1. Etudier la stabilité de chacun des points d’équilibres.

8. Dans toute la suite, on suppose xo > 0 et yo > 0 Montrer que pour tout # € [0;+oo[, x(¢) > 0 et
y(t) > 0.

9. D’apres la question précédente, pour tout z € [0; oo,

X (t) appartient a I’ensemble P = { <;> €ER? x>0,y> 0}.

On restreint donc notre étude a ce quart de plan.
On appelle isocline de x I’ensemble

{ (;C) ER?, rix(l = (x+ary)) = 0} NP

De méme, on appelle isocline de y I’ensemble

{G) €R, roy(1 = (y+axx) ZO}mP.

Ici, on distingue quatre cas selon que :
. Les deux isoclines s’intersectent ou non en un point.
. Dans le cas ou elles ne s’intersectent pas, I’isocline de x est au-dessus ou en-dessous de
I’isocline de y.
. Dans le cas ou elles s’intersectent, 1’isocline de x a une pente supérieure ou inférieure a
I’isocline de y.
Remarque : I'intérét des isoclines est le suivant : on sait les fonctions x et y sont monotones
tant que la trajectoire n’intersecte pas I’une des isoclines.

(a) Quelle condition sur a; et a; permet de savoir dans quel cas 1’on se trouve ?
(b) Tracer les isoclines dans ces quatre cas.

(c) On se place dans le cas ou 0 < a; < 1 et 0 < ap < 1. Montrer que la solution va nécessai-
rement converger vers 1’un des points d’équilibre du systeme.

3 Pendule pesant

Nous considérons le systeme différentiel du premier ordre suivant, dont I’inconnue est la fonction
X : [0,+o0[— R2, définie par X (¢) = (x1(¢),x2(¢))" tel que X'(t) = F(X(¢)) et X(0) = X = (a,b)' €
R? donné avec, pour tout ¥ = (y1,y2)" € R3,

RY) =»
B(Y) =-—sin(y),

1. Expliquer I’origine du modele.

2. (a) Résoudre I’équation en remplacant sin(y;) par y;.
(b) Expliquer en quoi I’erreur d’approximation est 1égitime.

3. Etudier I’existence et I’unicité de la solution maximale, notée (X,J), ot J est un intervalle
ouvert de [0, +oo[. Justifier que cette solution maximale est globale.

4. Déterminer les points d’équilibre du systeme.
Calculer la matrice Jacobienne du systéme en ces points. Que peut-on en déduire ?

5. Avec python, tracer le portrait de phase du systeme.
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6. Prouver que

1 t
vVt € R, E(xg(t)2 —b?) = cos(x (1)) — cos(a) =2 (sin2 (g) — sin’ <x12( )>> .
ou encore, en définissant k = , /sin? (%) + %b2,

1 t
vt € R, sz(t)2 +sin? <X12()) =i

Remarque : La quantité %xz (t)>+ sin’ (xl—z(t)) est donc constante au cours du temps. D’un point
de vu physique, il s’agit de |’ énergie mécanique du systeme.

7. Etude du cas : k > 1. On supposera b > 0 (le cas b < 0 se traitant de manicre similaire).

(a) Prouver qu’il existe ¢ > 0 tel que x,(¢) > ¢ pour tout 7 € R.
(b) Prouver qu’il existe T > 0 tel que x;(T) = a+ 2.
(c¢) Que vaut alors x,(T)?
(d) En étudiant le probleme différentiel du premier ordre satisfait par y; (1) = x;(T +1) — 27
et y2(t) = xp(T +1t), prouver que x; est périodique de période T, et que pour tout 7 € R,
Xl(T—‘rl‘) :xl(t) +2r.
8. Etude du cas : k < 1. On va montrer que la solution est périodique.
On pose k = sin(g) avec 0 € [0, 7], et on supposera que a €| — 7, [ (pourquoi ne peut-on pas
avoir |a| = ?).

(a) Prouver que |x; ()| < 6 pour tout 7 € R. En déduire que cos(xlz(t)) > cos(%) > 0 pour tout

tc R
(b) On définit a € [, [ tel que b = kcos (), sin(%) = ksin(c), et on définit o(¢) pour
tout # € R par

o (1) = /1 - R sin(a(r)) et (0) = ap.

Pourquoi la fonction & est-elle définie pour tout r € R? On définit x;(r) €] — &, [ et
X(t) par 3x(t) = kcos(a(t)) et sin(flT(t)) = ksin(a(t)). Prouver que xj(r) = x;(¢) et
X2(t) = x(¢) pour tout 7 € R.

(c) Prouver qu’il existe 7 > 0 tel que o(T') = ¢ (0) +27.

(d) Que valent alors x;(T') et x2(T) ?

(e) En étudiant le probleme différentiel du premier ordre satisfait par y;(z) = x; (T +1) et
v2(t) = x2(T +1), prouver que x; et x, sont périodiques de période T.

9. Etude du cas : k = 1. On supposera que a €] — 7, [ (que se passe-t-il si [a| =7 ?) et b >0 (le
cas b < 0 se traite de maniere similaire).

(a) Prouver que |x; ()| < 7 et x2(¢) > 0 pour tout ¢ € R. En déduire que cos(xl—z(’)) > 0 pour
tout # € R.

(b) En déduire que, pour tout 7 € R, x(¢) = ZCOS(#) et donc que x| (1) = ZCOS(XIT(I)).

(c) Prouver que lim x;(z) =met lim xp(7) =0.

{—>+o0 [—rtoo

10. Montrer que le point (0,0)" est un point d’équilibre stable. Est-il asymptotiquement stable ?

11. Question bonus : Traiter le cas du pendule pesant amorti.
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