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Probléme 5 — Interpolation de Lagrange
A faire pour le 28 avril 2025

L’objectif est de démontrer le résultat suivant connu sous le nom d’ « interpolation de
Lagrange » :

\
Soit n € N et (xg, z1, ..., 2,) € R"" tels que pour tout k # I, x), # .
Soit (y(), YT ;yn) S Rn+1.
Il existe un unique polynéme P € R,[X] tel que, pour tout k € {0,...,n},

Partie I — Preuve de ’existence

On consideére (xg, 71, . ..,7,) € R" tel que pour tout k # I, p # ;.

On considére par ailleurs (yo, 1, - - -, yn) € R

Pour tout 7 € {0,...,n}, on définit le polynome L;(X) = [] ..
j=0 Li = Xj
i

. Montrer que pour tout
1€ {0, co ,n}, Ll(l'z) =1.

. Montrer que pour tout j # i, L;(z;) = 0.
. On pose L(X) = > y: Li(X).
i=0

(a) Montrer que L € R,[X].
(b) Montrer que pour tout

ke{0,...,n}, L(zx) = yg.
(c¢) Conclure.

. Exemple :
On considére le cas n = 3 avec (xg,21,22,23) = (—1;3;4;6) et (yo,v1,Y2,Y3) =
(2;2;-3;0).
Calculer les polynémes L; et le polynéme L apparaissant dans la preuve de 'existence
(il n’est pas nécessaire de simplifier les calculs).

Partie II - Preuve de 'unicité

Soit (xg, x1, . . ., T,) € R"" tel que pour tout k # I, z, # x;. Soit (Yo, 1, - - -, Yn) € R
On suppose qu’il existe P € R, [X] et @ € R, [X] tels que pour tout k& € {0,...,n},
P(ZEk) = Yi et Q(l’k) = Yk-
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1. Montrer que le polynéme P — () posséde au moins n + 1 racines.
2. En déduire que P = Q.

Partie III — Preuve par 1’algébre linéaire

L’objectif de cette partie est de montrer que [’existence peut se déduire de ['unicité en
utilisant des notions d’algébre linéaire. On admet donc le résultat prouvé a la partie I1
mais pas celui de la partie 1. Nous allons prouver qu’il existe un polynéme interpolateur
en évitant d’avoir a définir les L; tels que dans la partie 1.

On consideére (xg, 71, . ..,z,) € R" tel que pour tout k # I, zp # ;.
R,[X] — R

P(xo)

—_

. Montrer que I'application & : est une application linéaire.

P — :
P(zn)

2. Justifier que ® est injective.
3. En déduire que @ est un isomorphisme.

4. Conclure.
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