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Chapitre 1

Groupes

I. Groupes

1. Définitions

Définition 1.1

Soit E un ensemble. Une loi de composition interne sur E est une application * :
E xE — E. Pour désigner I'image d'un couple (x, y), plutét que d’utiliser la notation
*(x,y), on note x % y.

Exemple 1. La multiplication, notée x, dans R est une loi de composition interne surR.

Définition 1.2

Soit G un ensemble muni d’'une loi de composition interne *. On dit que (G, ) est
un groupe lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. Vx,),z€G, (xx y) x 2= x % (¥ x z) (associativité)
2. dee G,VxeG, x*xe=e*x=x (existence d'un élément neutre)

3. Vxe€G,3yeG, x*xy=y*x= e (existence d'un inverse)
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Etymologie — Groupe

Le mot groupe vient de l'italien gruppo, noeud, assemblage, lui-méme issu de la ra-
cine germanique kruppa (I’anglais crop, récolte est de la méme racine). Il apparait
en francaisau xvii® siecle et donne bient6t de nombreux dérivés.

Evariste Galois utilise le mot groupe pour désigner les permutations qui agissent
sur les racines d'une équation. Il s'intéresse surout a la structure obtenue en com-
posant ces permutations.

A partir des années 1850, des mathématiciens utilisent de maniere d’abord infor-
melle |'expression groupe de permutations pour désigner les actions de transforma-
tions sur des ensembles. Le besoin d'une formalisation puis d’'une axiomatisation
de cette notion se fait sentir tout au long du Xxixe siecle. Les premieres définitions
sont dues a Arthur Cayley, camille Jordan, Leopold kronecker, Walter Dyck. La défi-
nition actuelle est donnée par Heinrich Weber en 1893.

Etymologie — Neutre

Le mot neutre est formé sur le latin ne uter qui signifie aucun des deux. 1l est apparu
en francais au xvi¢ siecle et signifiait celui qui ne prend pas partie. L'élément neutre
est introduit avec la théorie des groupes vers 1900.

Exemple 2. (R*, x) est un groupe mais (R, x) n'est pas un groupe.

2. Premieres propriétés

Proposition 1.1

Soit (G, %) un groupe.
. L'élément neutre est unique.
. Chaque élément x € G possede un unique inverse (appelé aussi symétrique).
On le note x~ 1.
. Pour tout x € G, (x_l)_1 =X

Démonstration. Soit (G, *) un groupe.

. Soient e et ¢’ deux éléments neutre de G.
Comme e est un élément neutre,onaexe’ =¢'.
De plus, comme e’ est un élément neutre,onaexe’ = e
Par conséquent, ¢’ = e et I'élément neutre est donc unique.

. Soit x € G. Supposons qu'il existe deux inverses y et y'.
D’une part yxy' = ey’ = y' car y est un inverse de x.
D’autre part, yxy’ = ye = y car ' est un inverse de x.
On en déduit que y = y' et donc que l'inverse est unique.

. Par définition de x !, xx~! = x"!x = e donc x~! est inversible et son inverse est x,
ce qui s'écrit aussi (x!) ' = x.

O

Dans la suite du cours, et sauf mention du contraire, on utilise la notation multiplicative,
donc a x b sera noté simplement ab.
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Proposition 1.2

Soit (G, .) un groupe. Alors pour tous éléments a, b, x € G :

1. Si ax = bx, alors a = b (simplification a droite)
2. Sixa=xb, alors a = b (simplification a gauche)

3. Le symétrique de abest b~ 1a 1.

Démonstration. Pour les points 1 et 2, il suffit de multiplier par x~! a droite dans le pre-
mier cas et a gauche dans le second.
Pour le point 3, il suffit de voir que

(ab)(b'a')=abb'a'=aea ' =aa ' =e

De méme,
(b'a ') (ab)=e

Cela prouve bien que l'inverse de abest b™1a™!. O

Définition 1.3 — Puissance

Soit (G,.) un groupe et soit n € N*.
. Pour tout x€ G,onnote x" = xx xx...X X.
n facteurs
. Par convention, pour tout x € G, P =e.
. Pourtout x € G, (x” )" = (x™)~!. Cet élément est noté x~".

Définition 1.4
Un groupe est dit commutatif (on dit aussi abélien) si :

Vx,yeG, xxy=y*xx.

Etymologie — Abélien

L'adjéctif abélien vient du nom du mathématicien norvégien Niels Abel. Camille
Jordan trouve dans les écrits de Galois la réponse a la question posée par Abel : une
équation polynomiale est résoluble par radicaux si, et seulement si, son groupe de
Galois est résoluble. Ceci ammene a étudier les groupes commutatifs qu’il nomme
groupe abéliens. Ce terme apparait dans Traité des substitutions et des équations
algébriques publiés en 1870.

s
_

Exemple 3. (Z,+) est un groupe commutatif.

Remarque. Dans le cas d’'un groupe commutatif, on privilégie souvent la notation additive
+. On note alors 0 I'élément neutre et —x l'inverse de x. De plus, on écrit nx au lieu de x".

Exemple 4 (Groupes concernant les ensembles de nombres usuels).
. (N, +) nlest pas un groupe (2 n'admet pas d’inverse).
. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes d’élément neutre 0.
. (Z*, %) nest pas un groupe (2 n'admet pas d’inverse).
. (@QF, x), (R*, x), (C*, x) sont des groupes d’élément neutre 1.
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Définition 1.5 — Ordre d’un groupe

Lordre d'un groupe (G, .) est le cardinal de G.

Définition 1.6 — Groupes produits

Soient (G, %) et (H,A) deux groupes d’éléments neutres respectifs eg et ey. On mu-
nit le produit cartésien G x H de la loi de composition interne A définie pour tout
(a,b),(c,d) € Gpar (a,b) A(c,d) = (a* c,bAd). Alors (G x H, A) est un groupe d’élé-
ment neutre (eg, ery). On I'appelle le groupe produit de G et de H.

II. Sous-groupes

1. Généralités

Définition 1.7 - Sous-groupe

Soit (G,.) un groupe. On dit qu'un sous-ensemble H de G est un sous-groupe de G
lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. Lensemble H n’est pas vide.

2. Pourtousx,yeH, xyeH

3. PourtousxeH, x leH

Pour vérifier qu'un ensemble est un sous-groupe on peut rassembler les conditions 2 et 3
dans une seule condition :

Proposition 1.3

Soit (G, .) un groupe et H < G. H est un sous-groupe de G si, et seulement si, les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

1. H contient I’élément neutre

2. Vx,yeH, xy leH

Démonstration. Laissée en exercice. O

Exemple 5.
. Si G est un groupe, {e} et G sont des sous-groupes de G.
. Dans (Z,+), une partie de la forme nZ (avec n € N) est un sous-groupe.
En effet,
— 0enz
— SixenZetyenZ, alorsx+yenZ
— SixenZ, alors—x € nZ.

Remarque. Les deux derniers points peuvent étre remplacés par : pour tout x € nZ et tout
yeEnZ,x—ye€nZ.



CHAPITRE 1. GROUPES 7

Théoreme 1.4
Soit (G, .) un groupe et H un sous groupe de G. La restriction a H de la loi de compo-
sition sur G fait de (H,.) un groupe.

Remarque. On utilise souvent ce théoreme pour montrer qu'un ensemble est un groupe.
Par exemple, (nZ,+) est un groupe car c’est un sous-groupe de (Z,+). Cela évite d’avoir a
redémontrer l'associativité notamment.

2. Intersection

Proposition 1.5 - Cas de deux sous-groupes

Soit (G, .) un groupe et H; et Hy deux sous-groupes de G. Alors H; N H, est un sous-
groupe de G.

Démonstration. Soit G un groupe et H; et H, deux sous groupes.
. e€HjeteeHy,doncee H nH,
. SoitxeHyNnHy et ye H nHo,.
Alors xy~! € H car H; est un sous-groupe de G.
De méme, xy~! € H, car H; est un sous-groupe de G.
Ainsi, xy~! €e H nH,
Finalement, on a montré que H; N H, est un sous-groupe de G. O

Proposition 1.6 — Cas général

Soit (G,.) un groupe et /# un ensemble non vide de sous-groupes de G. Lintersec-

tion (] H estun sous-groupe de G.
Hes

Démonstration. Soit G un groupe et /£ un ensemble de sous-groupes de G.

. Pour tout H € /2, e € H. Par conséquent, e € ﬂ H
HeA#
. Soitxe () Hetye (] H.
HeA” HeA”
Alors, pour tout H € A, xy1 € H (car H est un sous-groupe de G)
Doncxy le () H.
HeA#
Finalement, on a montré que [ | H estun sous-groupe de G. O
HeA”

3. Sous groupe engendré

Définition 1.8

Soit (G, .) un groupe et A < G une partie non vide. On note .7/, 'ensemble des sous
groupes de G contenant A (# # @ car il contient G). On appelle sous-groupe en-

gendré par A le sous groupe <A>= (] H.
HeHp
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Remarque. . < A > est bien un groupe d’'apres la proposition 1.6. C'est le plus petit

sous-groupe de G contenant A (au sens de linclusion).
En effet, si L est un sous-groupe de G contenant A, alors L € #. On a donc < A >c

[l HcL

HeHp

. Si A = a est un singleton, le sous-groupe engendré par A est
<a>:{ak|kez}.

Preuve : il est clair que {a* | k € Z} est un sous-groupe (il contient e, il est stable par
multiplication et par passage a l'inverse).

De plus, c’est le plus petit sous-groupe contenant a.

En effet, si H est un sous groupe contenant a, il contient toutes les puissances de a et
toutes les puissances de a~' donc il contient tous les éléments de la forme ak (kez).

. Si G =< {a} > est engendré par un singleton (par abus de notation, on note G =<
a >), on dit que G est monogene et que a est un générateur de G. Si de plus G est un

groupe fini (de cardinal fini), on dit que G est cyclique.

Etymologie — Monogene

Ce mot est formé avec le préfixe d’origine grecque mono-, seul et par une racine
grecque que 'on retrouve dans engendrer et dans genes. Le terme monogene appa-
rait en théorie des groupes dans le courant du xx¢ siecle.

4. Ordre d’'un élément et ordre d’'un sous-groupe

Définition 1.9

Soit (G, .) un groupe d’élément neutre e et a € G.
. S’il existe m € N* tel que a™ = e, on dit que a est d’ordre fini égal a n =
min{m € N*|a™ = e}.
. Sinon, on dit que a est d’ordre infini.

Proposition 1.7

Soit (G, .) un groupe d’élément neutre e et a € G d’ordre fini n. Alors

<a>=lea,...,a" .

Démonstration. Soit a d’ordre fini n. Alors a” = e.
Onavuque<a>={a*|kez}.

I est clair que {e, a,...,a" '} c {ak | ke Z}.

Montrons I'inclusion réciproque.

Soit x € {a* | k € Z}. Alors il existe k € Z tel que x = a*.
On fait la division euclidienne de k par n.

Il existe g et r entiers tels que k =ng+ravec0<r <n.
Ainsi, x=a™"" = (@"%a" =ea" =a" cara” =e.
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Théoreme 1.8 — Lagrange

Soit G un groupe fini et H un sous groupe de G. Alors Card(H) divise Card(G).
Autrement dit, 'ordre de H divise I'ordre de G.

III. Exemples fondamentaux de groupes

1. Legroupe (Z,+)

Théoreme 1.9

Soit H c Z. H est un sous-groupe de Z ssi il existe n € N tel que H = nZ. De plus,
I'entier n est unique.

Remarque. On dit que tous les sous groupes de Z sont monogenes.

Démonstration. On a déja vu que les ensembles de la forme nZ sont des sous-groupes de
Z.

Réciproquement, soit H un sous-groupe de Z.

Si H = {0}, alors H = 0Z.

Sinon, HNN* # @.

On pose ng =min(HNN*)

On va montrer que H = nyZ.

Comme ng € H et que H est stable par addition et passage al’opposé, il est clair que nyZ c
H.

Montrons l'inclusion inverse :

Soit m € nyZ. On fait la division euclidienne de m par n.

Il existe ainsi deux entiers r et g tels que m =ngg+r et0<r < ny.

Supposons par I'absurde que r # 0,

On auraitr =m-nogq € H (car me Het nyg € H).

Ainsi, re HNN"* et r < ny.

Cela est absurde par définition de ny. Finalement, on a bien montré que H < nyZ et donc
que H = nyZ. O

2. Lesgroupes (Z/nZ,+) et (Z/nZ)*, x)
Soit n € N*. On définit sur Z la relation de congruence modulo n par :

a=bmod(n) ssindivise (b— a).

Définition 1.10
Z/nZ est défini comme ’ensemble {0, 1, ..., n—1} muni de ’addition modulo 7 (no-
tée +) et de la multiplication modulo n (notée x).

Remarque. Afin de bien différencier l'addition dans Z et l'addition dans Z/nZ, on prendra
I'habitude de noter une barre sur les éléments de Z/nZ. Par exemple, dans Z/5Z, on a2 +
4 = 1. Cette notation prend par ailleurs un sens plus précis en introduisant la notion de
classe d’équivalence et de quotient d’'un groupe par un sous-groupe. Ce sont néanmoins des
concepts que nous n'aborderons pas dans ce cours.
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Proposition 1.10

. Card(Z/nZ)=n

. (Z/nZ,+) est un groupe commutatif d’élément neutre 0.

. (Z/nZ,+) est cyclique (1 est un générateur).

. Laloi de composition interne x sur Z/nZ est associative, commutative, d’élé-
ment neutre 1.

Remarque. Pour insister sur le fait que les opérations se font modulo n, on écrit souvent les
éléments avec une barre au dessus. Cela permet par exemple de se rappeler que x +7y n'est
pas nécessairement égal a l'entier x + y.

Définition 1.11
L'ensemble des éléments inversibles de Z/nZ pour laloi x est noté (Z/nz)*. ‘

Proposition 1.11

((Z/nZ)*, x) est un groupe commutatif d’élément neutre 1. ‘

Remarque.
. Linverse dex dans Z| nZ n'existe pas nécessairement. De plus, écrire que l'inverse est
% n'a en général pas de sens car % n'est pas entier. Par exemple, U'inverse de 2 dans
Z/57 est3.
. La regle de simplification
Pour touta # 0, ab=ac=b=C¢
n'est pas valide en général. On peut néanmoins simplifier sia € (Z/nZ)*.

3. Le cercle unité et le groupe des racines n¢ dans C

Définition 1.12
On appelle cercle unité et on note U, I'’ensemble des nombres complexes de module
1.On adonc:

U={zeC/|z|=1}.

Géométriquement, U correspond au cercle de centre O et de rayon 1.

Proposition 1.12

(U, x) est un sous-groupe de (C*, x).

Démonstration. Laissée en exercice. O

Remarque. (U, +) n'est pas un groupe car il ne contient pas d'élément neutre et U n'est pas
stable par addition.

Définition 1.13
Pour n € N*, on appelle racine n¢ de 'unité et on note U, I'ensemble des solutions

de I'équation z" = 1.
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Proposition 1.13

Pour tout n € N*,
. (Uy, x) est un sous-groupe de (U, x).
. Card (U,)) = n.

2ikn 2in
5 [Un:{e n ,Osksn—l}:<en >,

Démonstration. Soit n € N*.
. Montrons que (U, x) est un sous-groupe de (U, x). Déja, il est clair que U, cU. En
effet, si z € U,,, alors z" =1 donc |z"| =1 donc |z|" = 1.
Etant donné que |z| € R*, on en déduit que |z| = 1 et on a bien z € U.
On montre désormais U, contient le neutre, et qu’il est stable par multiplication et
passage a 'inverse.
— Neutre: 1U,
— SoientzeU, etz € U,,.
Alors, (z2/~1)" = (g)n = sz
. On va montrer les points 2 et 3 conjointement. Soit z€ C*. On pose z = pe'®

n

z”:l@p”ei”ezl
— pﬂ:l
nd=2kn (ke ?2)
p=1
—

2
no = —kn (kez)
n

2ikn 2in

Ainsi,[Un:{e n |k€Z}z<eT>.

2ikm
Montrons de plus que U, = {e n,0<sk<sn- 1}.

Linclusion {e%, O<sk<sn- 1} c U, est évidente.

Réciproquement, soit k € Z. En faisant la division euclidiennde de k par n, il existe
deux entiers p et g telsque k =nqg+r avec0<r < n.

Ainsi,

2ikn 2i(ng+rn 2irm 2irm

n = eZiqneT =e n

=e
. 2ikm
Doncon abiene = E{e n ,OskSn—l}.

2ikn N
Enfin, on va montrer que !'ensemble {e n,0<k<sn- 1} posseéde exactement n

éléments. Pour cela, on va montrer que si k et k' sont deux entiers distincts, alors
2ikn 2ik'n
en #e n
. ’ . . 2ikn 2ik'n
Par contraposée, supposons que k et k' soient des entierstelsquee » =e n
2ikm

e n . /
Alors —-— =1 eton adonc e2ilk=k)mn — 1

e n
Donc n divise k— k.
Comme |k - k'| < n—1, on en déduit que k— k' =0, c’est-a-dire k = k'
ikm

Ainsi, on a bien montré que '’ensemble {e n,0<sk<sn- 1} possede exactement
n éléments.
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O

Remarque. En utilisant le vocabulaire de la théorie des groupes, on aurait pu montrer que
2in
e n estdordre n dansU, et appliquer la Proposition 1.7

Exemple 6.
. Uy ={1;-1}
- Us={1;j;j% avecj:ean
cUg={1;i;-1;-i}
Remarque. Sin = 3, alors les points dont les affixes sont des racines n° de l'unité forment

un polygone régulier a n cotés. Par exemple, le dessin ci-dessous représente les racines de
l'unité pour n = 6.

4in 2in
en en
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
6im |/ 0im
en =—1 KR en =1
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
8in 10im
en e n

4. Legroupe des permutations

Définition 1.14

Soit E un ensemble. Lensemble . (E) des bijections de E dans E est un groupe pour
laloi de composition o. Son élément neutre est 'application Idg. Le groupe (G(E), o)
est appelé groupe symétrique de E. Les éléments de G(E) sont appelés des permu-
tations.

Remarque.
. Dans lecas o E ={1,...,n}, on note S,, = G(E). Le groupe S, est appelé le groupe
symétrique d’ordre n.
. Card(G,,) = nl.
. Rappel : l'identité1dy,,  p et les transpositions t, , sont des permutations.
. Pourn=3, S, est un groupe non commutatif.
En effet, si on choisit trois éléments distincts a,b,c€ {1,...,n},ona:

La,p© thc # thc O tab-

. 1 2 3 45 .
. Dans G5, une permutation se note par exemple ( ) On la note aussi

531 2 4
(15423). Avec cette notation la composée des transpositions ) 0t 5 se note (12)o(45).
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Etymologie — Permutation

En latin, permutare signifiait échange et permutatio désignait un changement, une
modification. Au Moyen Age, la permutation était le troc ou le change. Vers le xv®
siecle, son sens se spécialise dans le fait d’échanger deux éléments, Leibniz appelait
variation ce que nous appelons de nos jours permutation.

Au début du xix¢ siecle, se rapprochant du sens latin, on appelle permutation en
mathématique la modification de I’ordre de n lettres. Certains I'utilisent cependant
dans le sens d’arrangement. On rencontre souvent permutation chez Lagrange,
Cauchy et Galois lorsqu'’ils travaillent sur les racines d’'une équation polynomiale.
cauchy distingue curieusement une permutation dans le sens que nous venons de
voir et une substitution qui représente a ses yeux réellement une bijection, c’est-a-
dire le passage d'un ordre a un autre. De nos jours, les deux mots sont synonymes.

IV. Morphismes de groupes

Exemple d’introduction: Avec Gy = Z/47, G, =Uy et G3=Z/2Z x Z12Z.

Il est possible de définir un bijection entre G; et G, qui respecte la structure des opéra-
tions des groupes : effectuer les opérations dans le groupe de départ avant de calculer
I'image donne le méme résultat que de commencer par calculer les images puis d’effec-
tuer les opérations dans le groupe d’arrivée. On dit que G; et G, sont isomorphes.

in

2 ee . .
Ennotantw=e 4 ,onalU; ={1,w, 0)2, m3} et la bijection en question est :

7147 — U,

0 — 1

D 1 — W
2 — w?

3 — w3

Les structures sont «identiques » : sommer dans Z/4Z ou multiplier dans U, revient pour
ainsi dire au méme. On a par exemple

wxw’=w’=w et 2+3=5=1mod(4)
En revanche, définir une telle bijection entre G; et G3 est impossible. En effet, pour tout
XeZl2Zx712Z, x+ x =0, ce qui n'est pas le cas dans Z/4Z.
On dit que G; et G3 ne sont pas isomorphes.

Définition 1.15 - Morphisme

Soient (G, x) et (G2,A) deux groupes. Une application f : G; — G2 est un mor-
phisme de groupes si pour tous x, y € Gy,

flxxy) =fOAf().
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Etymologie — Morphisme

Morphisme et ses dérivés sont apparus avec le développement et I’étude des struc-
tures abstraires, tant topologiques qu’algébriques, au début du xx¢ siecle. Morphe
en grec désigne la forme. Il semble que forme, venu du latin, soit de méme racine
mais modifié par une métathese (inversion du f et du m).

Le mot morphisme a d’abord été employé avec un préfixe (homo, iso, auto, homéo).
son emploi isolé date du développement de la théorie des catégories vers 1950. Il
tend maintenant a supplanter homomorphisme.

-

Dans toute la suite, on consideére (Gj, %) et (G2,A) deux groupes d’élements neutres res-
pectifs e; et e;. De plus, f: G; — Gy désigne un morphisme de groupes.

Proposition 1.14

. fle)) =e
. VxeGy, fx™ = fx)7 L.

Démonstration. Soit f : Gy — G2 un morphisme de groupes.
. ejkxe; =e; donc f(e; xep) = f(er)
Comme f est un morphisme, on en déduit :

fle)Af(er) = fer)
donc
flenAf(en) = flenAe,
donc, en simplifiant par f(e;) (proposition 1.2),on a:

fle)=e

. Soitxe€G;.Onax*xx l=¢;
Donc, en appliquant f :
flexx™) = flen)

Comme f est un morphisme,
FOAf(x Y =e,.

De méme, on prouve que f (x"HA f(x) = ez et on en déduit donc que I'inverse de

f(x_l) est f(x).

Définition 1.16
On appelle image du morphisme f : G; — G 'ensemble Im(f) = f(Gy).

O

Définition 1.17
On appelle noyau du morphisme f: G; — Gy '’ensemble

Ker(f) = f7'(fez}) = {x € Gl f(x) = e}

Proposition 1.15

Soit f: G; — G2 un morphisme de groupes.
f estinjectif si, et seulement si, Ker(f) = {e;}.
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Démonstration. Soit f : G; — G2 un morphisme de groupes.
Supposons que f est injective. Un antécédent de e, est e; d’apres la proposition 1.14.
Comme f est injective, c’est le seul et on a bien Ker(f) = {e;}.

Réciproquement, supposons que Ker(f) = {e;}.

Soit x, y € Gy tels que f(x) = f(y).

Alors f(X)Af(y) 1 =ey

Donc f(x)Af(y~!) = e, (d’apresla proposition 1.14)

Donc f(x y‘l) = e, (par définition d'un morphisme)

Donc xy_1 e Ker(f)

Doncxy ! =e

Donc x = y. On a ainsi prouvé que f est injectif. O

Proposition 1.16

Soit f : G; — G un morphisme de groupes.
. Le noyau de f est un sous-groupe de G;.
. Limage de f est un sous-groupe de Gy.

Démonstration. Laissée en exercice O

Définition 1.18 — Isomorphisme

Soit f: G; — Gy un morphisme de groupes. Si f est bijective, on dit que f est un
isomorphisme de groupes et que les groupes G; et G, sont isomorphes.

Etymologie — Isomorphisme

Le terme Isomorphisme existe en chimie des le début du xix® siecle. Son utilisation
en algebre date de la fin de ce méme siecle. Henri Poincaré I'introduit en topologie
en 1905.

Théoreme 1.17
Pour n e N*, (Uy, x) estisomorphe a (Z/nZ,+)

Démonstration. On pose w =e n Soit

CD_{Z/nZ — U,
) k —  wk

On commence par montrer que ® est un morphisme de groupes. Soient k;, k, € Z/nZ.
D’apres la division euclidienne de k; + k, par n, il existe deux entiers ¢,r € Z tels que
ki+k)=nq+ravecO<r<n.

On a alors dD(k_1+k_2) =0(r)=w".

De plus, D (kp) x D(ky) = 0¥ x 0*2 = wky + k» = @I = »". On a ainsi

D (ky + k2) = D(kp) x D(kz)

et @ est bien un morphisme de groupes. _
De plus, @ est injective car ker(®) = {0}. En effet, soit k € ker(®).
Ona®(k)=1
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Donc wk =1
2kin .
Donce » =1 Donc n divise k

Donc k = 0mod(n). On en déduit ainsi que ker(®) = {0}.

Enfin, comme ® est injective et que Card(Z/nZ) = Card(U,), on en déduit que P est bi-
jective.
Finalement, ® est bien un isomorphisme.



Chapitre 2

Polynomes

I. Définition de I'ensemble des polynémes

1. Définition formelle

Dans tout ce chapitre, K désigne I'’ensemble R ou C. On note KN ’ensemble des suites a
valeurs dans K, c’est-a-dire 'ensemble des applications de N dans K.

Définition 2.1

Un polynéme sur K est une suite P = (ai)reny € KN dont les coefficients sont tous
nuls a partir d'un certain rang, c’est a dire telle que :

INeN telque Vk >N, a;r =0

On note K [X] '’ensemble des polynomes sur K.

Définition 2.2
Soit P = (ay) ren € K[X] (avec P non identiquement nulle).
Lindice du dernier coefficient non nul de P est appelé degré de P et est noté deg(P).
Si N =deg(P), onadonc ay #0et Vk >N, a; +0.
On note K, [X] '’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n.

Remarque. Par convention, siP est la suite nulle, on noteP = Ok x|, et on pose deg(0k x)) =
—OQ.

Exemple 7. P =(2,0,1,-6,0,0,0,0,0,...) € R[X]. De plus, deg(P) = 3. DoncP € R3[X]. On a
aussi P € Ry[X] maisP ¢ Ry [X].

Remarque. Comme R c C, on a R[X] c C[X]. Autrement dit, un polynome a coefficients
réels peut toujours étre considéré comme un polynome a coefficients complexes. La réci-
proque est en revanche fausse.

17
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Définition 2.3

Soient P = (a,) nen € K[X] et Q = (b)) nen € K[X] et A € K. On définit :
- P+Q=(an+bp)nen
. AP = ()\an)nel\l

n
. PxQ=1(cp)nen ou, pourtout neN, ¢, = Z aib,_i.
k=0

Remarque. Ainsi définis, on aP + Q € K[X], AP € K[X] et P x Q € K[X]. Pour le justifier, il
suffit de vérifier que ces suites sont bien identiquement nulles a partir d’'un certain rang
(preuve laissée au lecteur).

Remarque. La définition du produit de deux polynomes et celle de la multiplication par
un scalaire (nombre) semble naturelle. Celle du produit de deux polynomes peut paraitre
étrange. On va cependant voir qu’elle correspond a la notion de « multiplication de fonction
polynomiales ».

Proposition 2.1

SiPeK[X] et QeK[X], alors :
. deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))
. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Définition 2.4
On définit la suite X = (0,1,0,0,0,0,...).

Exemple 8. Soit p € N*. Déterminer X = X x X x ... x X (on pourra raisonner par récur-
rence).

Solution :

On va montrer par récurrence sur p que XP est la suite nulle partout sauf en position p oul

le coefficient est 1. On note (XP); le coefficient en position | deXP.

Initialisation : pour p =1, il s'agit simplement de la définition deX.

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang p. XP*! = XxXP = (0,1,0,0,0,...)x(0,0,0,0,1,0,0,...).
n

Ainsi, en faisant le produit avec la formule ¢, = Z axby,_x, on voit que le seul coefficient
k=0
estobtenusin=p+1. Onaalors cy.1 = arby = 1.

Proposition 2.2

Soit P = (ay) nen € K[X] de degré N. On a

non nul deXP+!

N
P=Y ax*
k=0

ol 'on a posé, par convention, X% =(1,0,0,0,0,...).

Démonstration. Laissée au lecteur. O

Exemple9. SiP = (2,0,1,-6,0,0,0,0,0,...), onaP = 2xX°+0X! +1X%+(-6)X3 = 2+ X% -6X3



CHAPITRE 2. POLYNOMES 19

Définition 2.5

n
. SoitP = Z aka € K[X] un polynéme non nul. On définit le polynome dérivé
k=0
de P, noté P’ de la facon suivante :

n—-1
P'=Y (k+Dag X
k=0

. Par convention, si P = 0, on pose P’ = 0.
. On définit ensuite, par récurrence, les dérivées successives du polynome P
!/
par PK) = (p(k=1))

Remarque. En faisant un changement d’indice dans la somme (en posant i = k+1), on
vérifie que la notion de polynome dérivé est cohérente avec le concept de la dérivée d'une
fonction. Par exemple, siP =2 +X? —6X3, on aP' = 2X — 18X?.

2. Définition des fonctions polynomiales

Définition 2.6
Soit P = (a,)nen € K[X] de degré N. La fonction P : K — K et définie par P(x) =
n

Z arx® est appelée fonction polynomiale associée a P.
k=0

Remarque.
Si l'on note & l'ensemble des fonctions polynomiales, il est possible de montrer que Uappli-
cation suivante est bijective (elle est clairement surjective, par définition de &) :

KX] — %
P — P
En pratique, on ne distinguera pas les deux ensembles.
Lintérét théorique de distinguer K[X] et & apparait lorsque K est différent deR ou C.

Dans le cadre de ce cours, par abus de notation, on notera souvent P U'application polyno-
miale associée a P, sans faire de distinction entreP et P.

Il est désormais possible de voir que la définition formelle que nous avons donné du produit
de deux polynomes (Définition 2.3) correspond bien au produit de fonctions polynomiales.
Par exemple, siP = ag+ a;X + a;X? et Q = by + b1X + b, X2 + b3X3, la fonction polynomiale
associée aP x Q est bien P x Q (la preuve est laissée au lecteur). Autrement dit, on a

PxQ=PxQ.
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II. Relation de divisibilité entre polynomes

1. Définition et premieres propriétés

Définition 2.7
Soient P, Q € K[X]. On dit que P divise Q dans K[X] lorsqu’il existe S € [K[X] tel que
Q = PS. On dit aussi que P est un diviseur de Q et que Q est un multiple de P. On
note P|Q.

Exemple 10. SiP=X-1etQ=X?-1alorsP diviseQ car X?>-1=X-1)X+1)

Proposition 2.3

Soient B, Q, R € K[X].
Si P|Q et QJR, alors P|R.

Proposition 2.4

Soient B Q, Re K[X] telsque P|Q et P|R.
. Pour tous m, n € K, P|(mQ + nR).
. En particulier, P|(Q +R) et P|(Q —R).

Démonstration. La preuve de ces résultats est identique a celle des propriétés établies
dans Z. O

2. Division euclidienne de polynomes

Proposition 2.5 - (admise)

Soient Ae K[X] et Be K[X]\ {OK[X]}-
Il existe un unique couple (Q,R) € K[X] x K[X] tels que :

{ABQ+R

et
deg(R) < deg(B)

Remarque. La condition B € K[X] \ {0} signifie que B n'est pas le polynome nul.

Exemple 11. Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants :
1. AX) =X*+3X3+X?-5X+3 et BX)=X
2. A(x) =X*+3X3+X?-5X+3 er B(x) =X?
3. Ax) =X*+3X3+X?-5X+3 er B(x) =X*+X+1

Solution :
1. AX) =XX3 +3X%2+X-5)+3.
AinsiQX) =X3+3X2+X-5etRX) =3 (avecdeg(R) < deg(B)).
2. AX) =X?>(X?+3X+1)—5X +3.
AinsiQX) =X?+3X+1etRX) = -5X+3 (avecdeg(R) < deg(B)).
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3. On pose la division euclidienne comme ci-dessous, en ordonnant les polynomes se-
lon les puissances décroissantes de X.

X4 +3X3+X%-5X+3 X2 +X+1
- X+ +x3 +x? [ X?+2X-2
2x3 —5X+3
- 2X3 +2X? +2X
—2X%2-7X+3
- —2X%2-2X -2
—5X+5

Ainsi, on aAX) = (X2 + X+ 1)(X2 +2X - 2) + (-5X +5).
Par conséquent, Q(X) = X? +2X — 2 etR(X) = —5X + 5 (avec deg(R) < deg(B)).

III. Application al’étude des racines

1. Racines d’'un polynéme

Définition 2.8
Soit P € K[X] et soit a € C. On dit que a est une racine de P si P(a) =0.

Remarque. Méme si P € R[X], P peut admettre des racines complexes non réelles. C’est par
exemple le cas de polynomes du second degré lorsque A < 0.

Proposition 2.6

Soit P € R[X] et soit z € C. z est une racine de P si, et seulement si, z est une racine
de P.

n
Démonstration. SoitP = Z aka € R[X] et soit z € C. Alors,
k=0

n
P(z) =0 < Zakzk:O

k=0
n
= ) apz® = (car Vk, ai € R)
k=0
— P(@)=0
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Remarque. La condition P € R[X] est essentielle. La Proposition devient fausse si P € C[X].
Il suffit de considérer par exemple le polynomeP (X) = X -1)(X - 1).

2. Existence de racines et nombre de racines

Proposition 2.7 —- Théoreme de D’Alembert-Gauss (admis)

Tout polyndéme P € K[X] non constant admet au moins une racine complexe.

Histoire — Théoreme de d’Alembert-Gauss

Au xviIre siecle, I'existence de racines complexes était globalement admise mais
cela n'a été démontrée rigoureusement qu’'au début du xix® siecle. Ce théoreme
est également connu sous le nom de « théoréeme fondamental de I’algebre ». 11 s’agit
la d’'une situation que I'on peut aujourd’hui estimer paradoxale car toutes les dé-
monstrations connues utilisent des arguments analytiques (d’analyse complexe par
exemple). Cependant, le paradoxe n’est qu’apparent car le nom de « théoreme fon-
damental de I'algebre » est apparu a une époque ou l'algebre désignait la théorie
des équations. De nos jours, ce terme désigne plutot la discipline qui s’'intéresse
aux structures et aux opérations sur les ensembles.

(&
Proposition 2.8

Soit P e K[X] et a € K. Alors

P(a) =0 < Il existe Q e K[X] tel que, P = (X—a)Q

Démonstration.
. < Supposons qu’il existe Q € K[X] tel que, pour tout x € K, P = (X - a)Q.
Alors, P(a) = (a—a)Q(a) = 0.
. = Réciproquement, supposons que P(a) = 0.
On effectue la division euclidienne de P par X — a.
Ainsi, il existe des polynomes Q et R tels que

P=X-a)Q+R (x)
et
deg(R) <1

Par conséquent, R est un polyndme constant. On note c cette constante.
En évaluant 1'égalité (%) pour x = a, on obtient

Pla)=X-a)Q(a)+c
— 0=0+c

<~ 0=c

Finalement, R=0etdoncP = X - a)Q.

Exemple 12. On considere le polynomeP =X3 — 1.
Montrer que (X — 1) divise P puis établir la factorisation de P parX — 1.
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Solution :
P(1) =13 —1=0. Ainsi, 1 est une racine de P doncX — 1 diviseP.
On effectue la division euclidienne de P parX — 1 et on trouve :

P=X-1DX*+X+1).

Proposition 2.9
Pour tout n = 1, pour tout polynéme P € K[X] de degré n, P admet au plus 7 racines.

Démonstration. On démontre par récurrence que la propriété 4 (n) : « Pour tout P € K[X]
de degré n, P admet au plus n racines » est vraie pour tout entier n = 1.
. Initialisation : Si P est un polynéme de degré 1, P = aX+ b (avec a # 0).

Par conséquent, —— est 'unique racine de P et donc (1) est vraie.
a

. Hérédité : Supposons que #(n) soit vraie pour un certain entier n = 1. Montrons
qu’alors #(n + 1) est vraie.
Soit P € K[X] de degré n + 1. On va montrer que P admet au plus n + 1 racines.
En fait, on peut supposer que P admet une racine (car sinon il n'y alors rien a dé-
montrer). On note a cette racine.
D’apreés la Proposition 7, il existe Q € K[X] tel que P =X -a)Q.
En utilisant la régle du produit nul, on voit que 'ensemble des racines de P est
constitué de 'ensemble des racines de Q auquel on ajoute a.
On a de plus deg(Q) = n et donc, d’apres .#°(n), Q admet au plus n racines.
Finalement, on en déduit que P admet au plus n + 1 racines et donc que A (n + 1)
est vraie.

O

IV. Factorisation de polynomes

1. Factorisation dans C[X]

Proposition 2.10

Soit P € C[X]. Il existe x1, X2, ..., X, € C et a€ C tels que

n
P=a[]X-xp.
k=1

Remarque.
. a est le coefficient dominant deP.
. Les nombres xj ne sont pas nécessairement deux a deux distincts.
. On peut aussi utiliser ce résultat si P € R[X] car R[X] c C[X].

Démonstration. On démontre par récurrence que la propriété /°(n) : « Pour tout P € C[X]
n
de degré n, il existe x;, x, ..., x, € Cet ae Ctels que, P = a [[ (X— xx) » est vraie pour tout

) k=1
entier n = 1.
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. Initialisation : Si P est un polyndme de degré 1, P(x) = aX+ b (avec a #0).

En posant x; = ——,onaP = a(X— x;) et donc (1) est vraie.
a

. Hérédité : Supposons que #(n) soit vraie pour un certain entier n = 1.
Montrons qu’alors .#°(n + 1) est vraie.
Soit P e K[X] de degré n + 1.
D’apres le théoreme de D’Alembert-Gauss, P admet une racine complexe (on la
note x,+1). De plus, d’apres la Proposition 2.8, il existe Q € K[X] tel que P = X —
Xn+1)Q.

D’apres ’hypothese de récurrence, comme deg(Q) = n, il existe x;,...x, €CetaeC
n
telsque Q=a [] X—x).
k=1

Par conséquent, on a
P=X-xz+1)Q

n
= X=xp+1) x a [ X~ xp)
k=1
n+1
=a||X—-x)
k=1

Ainsi, on a montré que . (n + 1) est vraie.

2. Factorisation dans R[X]

Proposition 2.11

Soit P € R[X]. Il existe x1, Xo, ..., X; € R, il existe sy, 1, $2,f2,...5;, 1 € R et a € R tels

r l
que P =a [T X—xp) x [1 X%+ siX + t;) ol les polyndmes X2 + spX + ;. sont sans
k=1 k=1

racines réelles, c’est-a-dire que si —41;. <0.

Démonstration. On sait, d’apres la Proposition 2.10 qu'il existe xj, xo,...,x, € CetaeC
tels que:
n
P=a[]X-xp).
k=1
Quitte a permuter les x;, on peut supposer que xi, X2, ..., Xr € Retque x;4+1,...,x, € C\R.
r

Par conséquent,ona P=a [] X—x;) xQ ou Q admet pour racines x;1,...,xX, € C\R
k=1
et, a priori, Q € C[X].

.
En fait, comme les polynémes a [] (X—x;) et P sont a coefficients réels, il en est de méme

k=1
pour Q (cela découle directement de I'unicité de la division euclidienne dans R[X]).

Par ailleurs, d’apres la Proposition 5, comme x,;; est une racine de Q, x,;; est également
une racine de Q. Sachant que x,;; # X, 41, Q est donc divisible par (X — x,41) X —X,11).
Or,
X=Xr+1) X = Xr51) =X - (Xr 41+ X DX+ Xp 11 X741
=X* - 2Re(xr+1)X + (Re(x,+41))° + (Im(xr41))
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Cela prouve donc que (X—x,+1) X—X,51) est un polynome a coefficient réel. Il existe donc
des réels s; et t; tels que, pour tout x € R, X — X, 41) X —X71) = X2+ 51X+ 1

Ainsi, il existe Q’ € R[X] tel que, Q = (X% + s;X+ £;)Q’ et les racines de Q' sont les racines de
Q auxquelles on a enlevé x,;, et X, 11.

En répétant le procédé avec Q’, on voit que 'on pourra factoriser Q en produit de poly-
nomes réels du second degré.

Finalement, on obtiendra une factorisation de P de la forme suivante :

l
X —xp) x [ X*+ sk X + 1)
k=1 k=1

P=a

r

Exemple 13. Factoriser dans R[X] et dans C[X] le polynome P = X*-1.

Solution :

P admet les quatre racines suivantes : 1, -1, i, —1i.

Ainsi, P = X-1) X+ 1)X—-i)(X+ i) (factorisation dans C[X])

Par conséquent, P = (X-1)(X+1) X2+1) (factorisation dans R[X]).

3. Relations entre coefficients et racines

On rappelle les relations entre coefficients et racines pour un polynéme du second de-
gré. L'objectif est ensuite de généraliser cette propriété au cas des polyndmes de degré
supérieur.

Proposition 2.12

Si P = aX?+ bX + ¢ avec x; et x» ses racines. Alors,
b
X1+Xo = ——
a
c
X1X2 = —
a

Démonstration.

Soit P = aX?+ bX +c.

Comme x; et x, sont les racines de P, on sait que P se factorise de la facon suivante :
P=aX—-x)X—-x2).

En développant, on obtient

P = a(X* — x1X — %X + X1 %2)

= ax® - a(x; + x2)X+ ax; xo.

Ainsi, en identifiant les coefficients, on obtient

—a(x1+x) = b
et
axi Xz = C



CHAPITRE 2. POLYNOMES 26

Par conséquent,

b
X1+Xo = ——
a
et
c
X1x2 = -
a
O
Définition 2.9
n
Soit P e K[X] tel que P(X) = a [] X—xx) avec x1,... x, € Cles racines de P. On définit
k=1
les fonctions symétriques élémentaires des racines de la facon suivante :
o1 = ) Xk
1<ksn
02 = Z XXl
1<sk<l<n
O = Z Xiey Xy « -« Xk
1<k <..<ks<n
Gn = xl .X'2 cee x,l.

Exemple 14. SiP = (X —x1)(X—x2) X — x3)(X— x4), alors :

01 = X1t+tXo+X3+Xs

O2 = X1X2+X1X3+X1Xg4+ XoX3+ XoXq+ X3X4
03 = X1XoX3+X1X2X4+ XoX3X4

O4 = X1X2X3X4.

Proposition 2.13 - Relation entre coefficients et racines

n n
Soit PX) = ¥ a;XF e K[X] tel que P(X) = a, [I X—x¢) avec x3,...x, € C les racines
k=0 k=1
de P. On a alors, pourtout 1 < k< n,

Q-
Of = (_1)k » ”_k.
an
Remarque.
En particulier,
an-1
. (pourk=1)x1+x2...+ X, =—
an

. (pourk=n)x1x2...x, = (-1)" x %@

Qp

Démonstration.

La démonstration s’effectue par récurrence et consiste, comme dans la preuve de la Pro-
position 2.12, a développer I'expression a, (X—x1)...(X—Xx,) puis a identifier le coefficient

devant xF. O
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