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TD 1 — Langage et logique

OBJECTIFS : A la fin de ce TD, les étudiants
seront en mesure de :

— distinguer un certain nombre d’objets ma-
thématiques (nombres, ensembles classiques
de nombres, opérations, relation d’ordre,
suites, fonctions, matrices...) mais aussi des
définitions, des propositions universelles,
des propriétés portant sur des variables;

vérifier dans un texte si les domaines des va-
riables sont explicités.

définir, en revenant aux éléments premiers
du langage, certains objets (nombre pairs,
impairs, diviseur, nombre premier, nombre
premiers entre eux, plus grand diviseur com-
mun, minorant (majorant) d’une partie de
N, de R, d’une suite réelle, d’une fonction
réelle, suite ou fonction réelle croissante, dé-

Pour tous les exercices, on rappelle qu’un entier

k € Z tel que m = nk.
1 Langage
Exercice 1. Parmi les énoncés suivants lesquels

désignent un nombre (N), lesquels désignent un
ensemble (E)? Que dire de l'intru?

(a) 0. (f) L’ensemble  des
(b) -1 diviseurs de 12.
(¢) {5,6,7} (g) Il existe un entier
(d) 54+6+7 p tel que p €]1,2].
(e) [V (b) [ ad.

Exercice 2. Parmi les énoncés ci-dessous, les-
quels figurent un nombre 7 un ensemble ? une pro-
position ?

1
1. / xdx.
0

2. Le carré d’un nombre réel est supérieur a -1.

3. L’équation z> =
réelle.

4. [1,3]U]7, 8]

5. 10 est un majorant de [1, 3]U]7, 8.

6. Le réel z vérifie 22 —2x +2 < 0.

—1 admet une solution

Exercice 3.
1. Quelle est la différence entre les notations f
et f(x)?
2. Quelle est la différence entre les notations
Up et (Up)nen ?

croissante, strictement ou pas ...) ;
nier des propositions.

— justifier les étapes d’'une démonstrations
simple en nommant les régles utilisées;

spécifier la portée de chaque variable dans
un énoncé simple ;

indiquer si une variable est libre (parlante)
ou liée (muette) ;

reconnaitre une erreur d’instanciation ;

démontrer une proposition simple de ma-
niére directe (énoncer les définitions suppo-
sées sur les objets, la définition de la pro-
priété a démontrer, justifier les étapes inter-
médiaires et conclure) ;

mettre en oeuvre une démonstration d’uni-
cité simple.

n € Z divise un entier m € Z s’il existe

Exercice 4. Parmi les énoncés ci-dessous, les-
quels sont des définitions 7 des propositions ? Pour
les propositions, indiquer s’il y a lieu les hypo-
theses et la conclusion. Pensez-vous que les pro-
positions sont vraies?

1. Un triangle rectangle est un triangle dont
I'un des angles mesure 90°.

2. Un triangle est isocele s’il a deux coté de
longueur égale.

3. Si deux angles d’un triangle sont égaux,
alors il est isocéle.

4. Un triangle ABC vérifie AB?+ AC? = BC?
s’il est rectangle en A.

Exercice 5. Méme consigne que l'exercice précé-
dent.

1. Soient n,m € N deux nombres pairs. L’en-
tier m 4+ m est pair.

2. Soit f : R — R une fonction. On dit que f
est croissante si pour tout a,b € R tels que
a<bona: f(a) < f(b).

3. Soit f : I — R une fonction dérivable. Si
pour tout z € R, f/(x) > 0, alors f est crois-
sante sur .

4. Soit f : I — R une fonction dérivable. f
est croissante sur R si, et seulement si, pour
tout x € R, f'(x) > 0.

Exercice 6. Parmi les énoncés ci-dessous, les-
quels sont des définitions ? des propositions 7 Pour
les propositions, indiquer s’il y a lieu les hypo-
théses et la conclusion.
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Exercice 7.

. Un entier n est un multiple de I'entier p s’il
existe k € N tel que n = pk.

Si deux nombres entiers sont divisibles par
un méme nombre, alors ce nombre divise
tout multiple de 'un ou de l'autre, leurs
sommes et leurs différences.

Un nombre p est un nombre premier s’il est
divisible exactement par deux entiers : 1 et
lui-méme.

. L’ensemble des multiples communs de deux
nombres est un ensemble infini.

Soit a € N. L’ensemble {n € N | n < a} est
non vide.

Soient p € N et A C N. p est un majorant
de A si pour tout a € A, a < p.

L’ensemble des diviseurs communs de deux
entiers naturel est non vide et majoré.

. Deux entiers sont premiers entre-eux si leur
seul diviseur commun est 1.

Pour tous 21,20 € C, 21 + 29 = 29 + 21.

1. Nommer les propriétés sui-

vantes :
(a) Yn,m,k € N n+(m+k) = (n+m)+k
(b) Vn,meN n+m=m+n

Enoncer les propriétés de commutativité et
d’associativité de la multiplication.

Nommer la propriété :
Vn,m,k €N  k(n+m)=kn+km

(a) Nommer la propriété :
VneNn+0=0+n=n
(b) Enoncer son analogue pour la multipli-
cation.
Voici la propriété de simplification pour
I’addition :
Vn,m,k € Nsin+k=m+k, alors n = m.
Quel est son analogue pour la multiplica-
tion ?
Nommer les propriétés suivantes :

(a) Vn,m e Nsin4+m =0, alors n =0 et
m =20

(b) Vn,m € Nsin-m =0, alors (n =0 ou
m = 0).

Expliquer pourquoi la propriété sui-
vante s’appelle la monotonie de I’ad-
dition :

Yn,m,k € Nn+k <m+Ek si et seule-
ment si n < m.

(a)

Enoncer la propriété de monotonie
pour la multiplication dans N.

(b)

. Nommer les propriétés suivantes (dans le
désordre, transitivité, antisymétrie et ré-
flexivité de la relation d’ordre)

(a) VneN n<n
(b) Vn,m € N
alorsn=m
(¢) Yn,m,k € N
alors n <k

si(n < metm < n),

si(n <metm < k),

Exercice 8. Parmi les propositions de ’exercice
précédent, lesquelles se généralisent a Z 7

2 Logique

Exercice 9. Les propositions ci-dessous sont-
elles vraies ou fausses ? (x désigne un réel)

1.3< 7w

GU LN
3]

6. (x>1)= (22 < —-1louz?>1)

Exercice 10. Les propositions ci-dessous sont-
elles vraies ou fausses? (Rappel : alb signifie « a
divise b »)

1. 2|3

2. 2|3 ou 24

3. 2|3 et 24

4. 3|6 ou 2|4

5. 3|6 et 24
Exercice 11. Compléter les pointillés par le
connecteur logique le plus approprié (choisi parmi
&, =, =),

1.V eR, 22 =4 ... z =2.

2.VzeC, z=%Z ... ze R.

3. Vn,p e N, n+ppair ... netpsont pairs.

4. Ve eR, z=m ... ¥ =1.

Exercice 12. La proposition suivante est-elle
vraie ou fausse ? Justifier.

(1=2)= (2=5)

Exercice 13. Compléter avec il faut, il suffit ou
il faut et il suffit, puis écrire la proposition en lan-
gage formel en utilisant une implication.

1. Soit n € Z. Pour qu’il existe m appartenant

a Z tel que m? =n, --- que n soit positif ou
nul.

2. Soit = € R. Pour qu'il existe ¢ appartenant
a R tel que t2 =z, --- que z soit positif ou
nul.

3. Pour qu’un quadrilatére soit un carré, ---
que ses diagonales soient perpendiculaires.

Exercice 14. Soient A, B,C et D quatre points
du plan. Donner une condition nécessaire a
« ABCD est un rectangle ». Donner en ensuite
une condition suffisante.
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Exercice 15. Nier les propositions suivantes :

1. Tout triangle rectangle posséde un angle
droit.

2. 1l existe un groupe de TD dans lequel tou-
te-s les étudiant-e-s sont majeurs.

3. Dans tous les groupes de TD, tous les étu-
dians sont majeurs.

=1

x> 0.

rz=1loux>0

0<z <.

x=0ou (z2=1et z>0).

Soit A une partie de N. Vo € N, Jy € A tel
que x +y > 10

© o N> o

3 Quantificateurs

Quantificateurs

Exercice 16. On considére les quatre proposi-
tions suivantes :

1. JzeRVyeR, z4+y>0
2.VeeR,dyeR, z4+y>0
3.VeeRVyeR, z4+y>0

4. IreRVYyeR, ¢y’ >ux

1. Chacune de ces assertions est-elle vraie ou

fausse ?

2. Donner leur négation.

Exercice 17. On considére les quatre proposi-
tions suivantes :

1.VzeR, z221=22>0

2.VeeR, z2<0=2<0

3.VreR, z2°<yP=2<y

4. Vz eR, 2?2=9y?>= |z|< |y

1. Chacune de ces assertions est-elle vraie ou

fausse ?

B

Enoncer leur négation.
3. Enoncer leur contraposée.

4. Enoncer leur réciproque. Est-elle vraie ou
fausse 7

Exercice 18. Les propositions suivantes sont-
elles vraies ou fausses ? Justifier.

1. Pour tous entiers a,b strictement plus
grands que 1, il existe un entier strictement
plus grand que 1 qui divise a et b

2. Il existe un entier strictement plus grand que
1 qui divise tous entiers a et b strictement
plus grand que 1.

3. Pour tout entier a strictement plus grand
que 1, il existe un entier strictement plus
grand que 1 qui divise a et, pour tout en-
tier b strictement plus grand que 1, il existe
un entier strictement plus grand que 1 qui
divise b.

Exercice 19. Dire si les propositions suivantes
sont vraies ou fausses (pas de démonstration re-
quise) et les nier.

1. Ve € R six >3, alors 22 > 5.

2. Vx e R siz>1, alors x > 2.

3. Vx € R 22 > 1 est équivalent & 2 > 1.
Mémes questions en remplacant « Vx € R » par
«Vr e Ny,

Exercice 20. Les propositions suivantes sont-
elles vraies ou fausses?
1. Pour tout entier naturel n, il existe un réel
z tel que x > 2n.
2. 1l existe un réel x tel que, pour tout entier

naturel n, x > 2n.

2 _ .2

3. Pour tout réel x, pour tout réel y, si Y

alors z = y.

4. Pour tout réel positif x, pour tout réel posi-
tif y, si 22 = y? alors = = y.

Exercice 21. On considére les propositions sui-
vantes :

a) Le carré de tout nombre réel est positif.

b) Un nombre entier divisible par 10 est divi-
sible par 5 (a I’aide de la relation divise, no-
tée |.)

¢) Tout entier peut s’écrire comme la somme
de deux carrés.

d) Le produit de deux nombres réels est posi-
tif si et seulement s’ils sont tous les deux
positifs.

e) La somme de deux nombres impairs est im-
pair.

f) Tout élément de Z admet un opposé (pour
laddition).

g) Il existe un plus petit entier relatif.

Questions :

1. Ces propositions sont-elles vraies? (don-
ner un contre-exemple dans le cas ou elle
sont fausses, aucune démonstration formelle
n’étant attendue dans le cas o elle sont
vraies)

2. Les écrire en utilisant des quantificateurs

3. Ecrire leurs négations.

Exercice 22. Comparer les différentes phrases
(sont-elles équivalentes? la négation 'une de
Pautre? Quelles sont celles qui impliquent les
autres ?7)

1. Vx € R, Jy € R tel que = < y.

2.Vx e R, Vy e R, z < y.
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Jr € R,Jy € R tel que = < y.
JreRtel que Vy e R, x < y.
Jx € R tel que Vy e R, y < z.
dr € R,y € R tel que y < z.
Vr € R,dy € R tel que x = y.

Remarque : les définitions rencontrées dans
les exercices 23, 24 et 25 sont a connaitre
et font partie intégrante du cours.

Exercice 23. Traduire en langage formel les
phrases suivantes. Ecrire ensuite leur négation.

1.

2.
3.
4.

La partie A C N est majorée par 42.
La partie A C N est majorée.

La partie A C Z est minorée.

La partie A C Z est bornée.

Exercice 24. Soient f et g deux fonctions de R
dans R. Traduire en langage formel les phrases
suivantes.

1.

e B A T

T
w o o= O

14.

f est majorée;

f est bornée;

f est constante;

f est périodique;

f ne s’annule jamais ;

f n’est pas la fonction nulle;

f est croissante sur R;

f n’est pas décroissante sur R.

f est strictement décroissante sur R ;

f est inférieure a g;

. f n’est pas inférieure a g.
. [ est positive sur l'intervalle [—1;1];

. [ est paire;

f est impaire;

Exercice 25. Reprendre ’ensemble des questions
de 1 a 11 de ’exercice 24 en remplagant les fonc-
tions f et g par des suites (up)nen €t (Up)nen.
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Exercices a chercher

Exercice 26. On considére les énoncés suivants :

(a)

La multiplication est prioritaire sur ’addi-
tion.

Ainsi, pour tous nombres a,b,c, a +b x ¢ =
a+ (bxc).

Un entier n est divisible par un entier p s’il
peut s’écrire comme un multiple de p, c’est-
a-dire s’il existe un entier k tel que n = pxk.

La soustraction dans Z est associative.

Une fonction dérivable sur R est strictement
croissante si et seulement si sa dérivée est
strictement positive.

Une suite (up)nen est croissante si pour tout
entier n on a U, < Unpy1.

Une fonction f : R — R est strictement
croissante si : pour tous réels x,y, si x < vy,
alors f(z) < f(y).

Si une variable s’appelle n, c’est toujours un
entier. Si elle s’appelle x, c’est forcément un
réel.

QUESTIONS :

1.

2.

Parmi les énoncés précédents il y a des dé-
finitions, une convention et des propositions
Repérez les.

Les propositions sont-elles vraies ?

Exercice 27. On considére les énoncés suivants

a)
b)
c)

d)

L’entier naturel n est un multiple de ’entier
.

L’ensemble des diviseurs de I’entier naturel
.

L’ensemble des multiples de ’entier naturel
.

Si deux nombres entiers sont divisibles par
un méme nombre, alors ce nombre divise
tout multiple de I'un ou de l'autre, leurs
sommes et leurs différences.

Un nombre p est un nombre premier s’il est
divisible exactement par deux entiers : 1 et
lui-méme.

Si un nombre premier divise un produit alors
il divise I'un des facteurs (lemme d’Euclide).
(On pourra utiliser la notion "divise" et la
notion de "étre nombre premier").
L’ensemble des diviseurs communs de deux
nombres.

L’ensemble {n € N | n < 5} est non vide.

10 est un majorant de ensemble {n €
N|n <5}

j)
k)

p est un majorant de la partie A de N.

L’ensemble des diviseurs communs de deux
entiers naturel est non vide et majoré.

Le plus grand diviseur commun de deux
nombres entiers.

Deux entiers sont premiers entre-eux si leur
seul diviseur commun est 1.

Si un nombre divise un produit et est pre-
mier avec I'un des facteurs de ce produit,
alors il divise lautre facteur (Lemme de
Gauss).

C est stable par addition et par multiplica-
tion.

L’addition dans C est commutative et asso-
ciative.

1 est 'unique élément neutre de C* pour la
multiplication.

QUESTIONS :

1.

Tt W N

7.

Lesquels sont des définitions? Quel ob-
jet/notion est définie ?

. Lesquels sont des nombres ?
. Lesquels sont des ensembles ?
. Lesquels sont des propositions ?

. Lesquels dépendent de la valeur des va-

riables ?

- Eerire (a), (b), (), (e), (), (i) et (m) &

Paide des éléments premiers du langage (on
pourra éventuellement définir des objets in-
termédiaires)

Démontrer (d), (h), (k) et (q).

Exercice 28. Démontrer les propositions sui-
vantes.

(a)

Le produit de deux nombres impairs est im-
pair.

La composée d’une application croissante
avec une application décroissante est une
application décroissante.

Le produit de deux suites positives crois-
santes est une suite positive croissante.

Pour tout nombre complexe z, si z = a + b,
avec a et b réels, alors a et b sont uniques.
(Ce résultat permet de montrer que les par-
ties réelles et imaginaires d’un nombre com-
plexe sont bien définies).

Exercice 29. Montrer que la fonction carrée
est décroissante sur | — co;0[ et croissante sur
J0;+o0].



