Chapitre 4

Fonctions réciproques et

deéerivation

I. Rappels sur la dérivation

1. Définition et généralités

Définition 4.1
Soit f:1— Rune fonction et a € I. On dit que f est dérivable en a si

lim fla+h)—- f(a)
h—0 h

existe,

et on note f’(a) cette limite, appelée nombre dérivé de f en a.

Proposition 4.1

Soit f une fonction dérivable en a. Léquation de la tangente a la courbe 6 au point
de coordonnées (a; f(a)) est :

y=f'@x-a)+ f(a).

Proposition 4.2

Si g est dérivable en a et si f est dérivable en g(a), alors f o g est dérivable en a et

(fog)(a)=f'(g@)xg'(a).

Exemple 1. Déterminer l'ensemble de définition et de dérivabilité de la fonction h : x —

x+1 . L
Pt Calculer ensuite sa dérivée.
x —
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x—2#0
Solution : On a h(x) est définie si { €! . < x€]—o00;-1]U]2; +0o0l.
X+
x-2
x—2#0
De plus, h est dérivable en x si x vérifie { €l ) — x €] —00;-1[U]2;+ool.
X+

— =0

x —
Cela signifie donc que l'ensemble de définition de h est] — co; —1]U]2; +oo[ et son ensemble
de dérivabilité est] —oo; —1[U]2; +ool.

1
Enfin pour calculer h'(x), on pose f(x) = v/x (pour x > 0) et g(x) = i—tz (pour x €] —
00;—1[U]2;+00(). On a donc h(x) = fo g(x).

Par conséquent,
1 -3 -3
hl — ! !/ — — .
(0 =gl g ) T+l (x-2)?2 2x-2)Vx+D(x—2)

x—2

Définition 4.2
Soit f : 1 — R et a € I. On dit que f est continue en a si )lCiIrcllf(x) = f(a), ou de

maniere équivalente si }lirr(l) fla+h) = f(a)

Proposition 4.3 — (admise)
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

2. Application aux calculs de limites

Proposition 4.4

Si f: 1 — R est une fonction dérivable en xy, alors il existe une fonction h: 1 — R
telle que

Vxel, f(x)=f(xo)+ [ (x0)(x— xq) + h(x)(x— xo)

et telle que lim h(x) =0.

X—Xp

Démonstration. Soit f :1— R est une fonction dérivable en xj.

J(x) = f(xo)
x

On pose, pour tout x € I\ {xp}, h(x) = — f(xo) et h(xg) = 0. Alors, on montre

0

facilement que pour tout x € I, f(x) = f(xo) + f'(x0) (x — X0) + h(x) (x — Xp).

De plus, le fait que h(x) - 0 découle directement de la définition du nombre dérivé
—X0

f'(x0). O

Remarque. Dans un calcul de limite, la proposition 4.4 permet de remplacer une fonction
par Uexpression de sa tangente en négligeant le terme h(x)(x — xp). C'est par exemple ce qui
est fait dans le calcul de limite qui suit.

In(1 +5x)

Exemple 2. Calculerlim,_.q 1
X
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Solution :
En considérant la fonction f(x) = In(1 + 5x) définie sur | —% ; +oo| et en appliquant la pro-
position 4.4 en xo = 0, on sait qu'il existe une fonction h telle quelimgy h = 0 et telle que :

Vxe —%;+oo , In(1+5x)=f)+ f'Dx+h(x)x=5x+h(x)x.

Ainsi,
1 In(1+5x) 5
Vxe|-—;4+00|, ——=—+h(x)— —.
4x 4 x—04

car h(x) — 0.
x—0

Remarque. On pourra retenir qu'au voisinage de 0, In(1 + x) = x (la tangente en 0 de cette
fonction est la droite d'équation y = x). Ici, l'utilisation de la proposition 22 permet simple-
ment d’écrire rigoureusement que, au voisinage de0,

In(1+5x) N 5x N

5
4x 4x 4

II. Fonctions réciproques

Définition 4.3
Soit f: 1 —J une fonction. On dit que f est bijective si pour tout y €], il existe un

unique x € [ tel que y = f(x).

Proposition 4.5

Soit f:1—]. f estbijective si, et seulement si, il existe g:] — I telle que go f =1d
et fog=1d.

Démonstration. Soit f : E — F une application.

. Supposons que f est bijective. On définit 'application g : F — E de la fagon sui-
vante :
Pour tout y € F, g(y) est'unique antécédent de y par f.
g est bien défini car cet antécédent appartient a E.
Montrons maintenant que go f = Idg.
Soit x € E,
go f(x)=g(f(x).
Or, x est un antécédent de f(x) par f (c’estle seul car f est bijective) donc, par dé-
finition de g, on a go f(x).
De méme, montrons que f o g = Idf.
Soit y € F,
fog(y)=fgWy).
Or, par définition de y, g(y) est'unique antécédent de y par f. Son image par f est
donc y eton abien fog(y) =y.
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. Réciproquement, supposons qu'’il existe g: F — E telle que go f = Idf et telle que
fog=1dg.
Comme l'identité est bijective, on sait donc que go f est injective et donc que f est
injective (la preuve du fait que f est injective est laissée au lecteur).
De méme, f o g est surjective et on en déduit que f est surjective.
Ainsi, f étant injective et surjective, elle est bijective.

. Montrons enfin que 'application g est unique. Supposons qu'’il existe deux appli-
cations g et g» telles que gy o0 f =1dg et fog; =1dp d'une partet gz o f = 1dg et telle
que f o g, =Idp d’autre part.

Supposons par 'absurde que g1 # g».

Il existe y € F tel que g1(y) # g2().

Par conséquent, f(g1(y)) # f(g2(y)) car f est injective.

Donc Idg(y) # 1dr(y), ce qui implique que y # y, ce qui est absurde.

Remarque. La fonction g est appelée la réciproque de f et est notée f~.

Remarque. Attention, lapplication f~! existe uniquement dans le cas oit f est bijective.
Limage réciproque d’'un ensemble], notée f~'(]), existe néanmoins sans condition sur f.

Théoreme 4.6 — des valeurs intermédiaires
Soient a,b € R et f : [a,b] — ] une fonction continue. Alors pour tout y €

[f(a), f(b)],'équation f(x) = y admet (au moins) une solution x € [a, b].

Remarque. Autrement dit, la fonction f est surjective de [a;b] sur [f(a); f(b)]. Cela ne
signifie cependant pas qu'elle soit bijective (certains éléments peuvent avoir plusieurs an-
técédents). 1l faut prendre alors une hypothese plus contraignante sur la fonction f pour
forcer la bijectivité.

Théoreme 4.7 — de la bijection

Soit f : 1 — R une fonction continue et strictement monotone. Alors, f:1— f(I) est
une bijection.

Remarque. En prenant 1= [a,Db], on retrouve ce que l'on appelle le « corollaire du Théo-
reme des valeurs intermédiaires ».

III. Régularité de la fonction réciproque

Proposition 4.8

Soit f : I — J une bijection. Si f est monotone alors f~! est monotone, de méme
monotonie. Autrement dit :

. si f est croissante alors f~! est croissante.

. si f est décroissante alors f~! est décroissante.
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Démonstration. On traite le cas ol f est croissante, le cas décroissant étant similaire et
laissé au lecteur. On commence par remarquer que si f est bijective et croissante sur I,
alors f est strictement croissante sur I (la preuve de ce résultat est laissée au lecteur).
Montrons ensuite que f~! est croissante. Soient c, d € J tels que ¢ < d. Alors on va montrer
que f~1(c) < f~1(d). Supposons par I'absurde que f~!(c) > f~1(d). Comme f est stricte-
ment croissante, on en déduit que f(f~'(c)) > f(f(d)) et donc que ¢ > d, ce qui est
absurde.

Ainsi, on a montré que f ~1 est croissante. O

Remarque. La méme preuve permet de montrer que f~! est méme strictement monotone.

Exemple 3. La fonction exponentielle est strictement croissante et donc la fonction loga-
rithme (définie comme la fonction réciproque de la fonction exponentielle) est strictement
croissante.

Proposition 4.9 — Représentation graphique

Soit f : I — J une fonction bijective. Alors la courbe représentative de f~! est le
symétrique de la courbe représentative de f par rapport a la premiére bissectrice
(droite d’équation y = x).

Démonstration. On utilise le fait que le symétrique d'un point M(x; y) par rapport a la
premiere bissectrice est le point M’ (y; x).
Ainsi, pour tout (x;y) € x]J,

M(x;y)e‘gf — y=f(x)
= x=f"Yy
= Myxe€m
O

Exemple 4. Les courbes des fonctions carrées et racines carrées définies sur R sont symé-
triques par rapport a la premiere bissectrice. Idem pour les fonctions exponentielle et loga-
rithme.

Proposition 4.10 - (admise)

Soit f:1— J une bijection. Si f est continue sur I, alors f~! est continue surJ.

Proposition 4.11

Soit f : I — J une bijection. Supposons que f est dérivable sur I de dérivée qui ne
s’annule pas sur L. Alors f~! est dérivable surJ et :

_1v/ 1
Vye], (f 1) (J/):W

Remarque. La fonction f~! n'est pas dérivable en les points y = f(x) pour lesquels f'(x) =
0. Cela se traduit graphiquement par le fait que, la courbe de [ ayant une tangente hori-
zontale en x, la courbe de f™V a une tangente verticale en y.
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Démonstration. Soit y, yg € J. Soient x, xo € I tels que y = f(x) et yo = f(xp). On s’intéresse

f(—l) (_V) _ f(—l) ()’0)

au taux de variation lorsque y tend vers yy (c’est-a-dire lorsque x tend
Y=Y
Vvers xgp).
VG = FSD(y0) B X=X
Y= Yo F(x) = f(x0)
1
 f) - fxo)
X — X0
et o) (car f est dérivable en x et f'(xg) #0)
B 1
f1 (o))
d’ot le résultat. O

Exemple 5. Dérivée de la fonctionIn.

Si f:x e R— e* € R} désigne la fonction exponentielle, alors f~!: y e R} — In(y) € R est
sa réciproque.
Pour tout y € R,

1 1

In'(y) = —— =—.
ny exp(In(y) y

Exemple 6. Dérivée de la fonction racine carrée.

Si f:x€RS — x? e R} désigne la fonction carrée, alors f~! : x € R} — x? € R} est sa
réciproque (la fonction racine carrée).

Pour tout y € R},
1

1
211y 27

fFHo=

IV. Fonctions trigonométriques réciproques

Pour chaque fonction trigonométrique (cos, sin, tan), on va déterminer un ensemble sur
lequel elles sont bijectives puis on va étudier leur fonction réciproque (nommées arccos,
arcsin, arctan) en étudiant les propriétés suivantes de ces fonctions :

. Ensemble de définition
. Parité

. Variations

. Dérivabilité

. Dérivée

. Limites
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1. Fonction arcsin

La fonction sin est périodique, donc la fonction n’est clairement pas injective sur R. Il faut
donc restreindre le domaine pour qu’elle soit bijective.

T T
Soit f:x€ [_E’E] — sin(x) € [-1,1].
On a alors :
. [ est continue

. [ eststrictement croissante
|

f5)=

|
- 1(3)=
Donc d’apres le théoreme de la bijection (théoreme 4.7), f est bijective.

Remarque. La figure ci-dessous représente la fonction sinus (en bleu) et sa restriction a
L
Uintervalle [7, E] (en rouge).

Définition 4.4

On définit arcsin: [-1,1] — [—%, %] la fonction réciproque de la fonction f.
Cela signifie que :

. Vxe[-3,7], arcsin(sinx) = x.

. Vye[-1,1], sin(arcsiny) = y

Remarque. Attention! La premiere égalité n'est pas vérifiée pour tout x € R. Par exemple,

.. 3m . - 3n
arcsin|sin — | = arcsin(—-1) = — # —.
2 2 2

Proposition 4.12

. Lafonction arcsin est impaire.
. la fonction arcsin est continue et croissante sur [—1,1],

. la fonction arcsin est dérivable sur | — 1,1[ de dérivée

1 1

cosoarcsiny /1 - (sinarcsin y)?2 - V1- y2.

(arcsin)’(y) =
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Démonstration. La preuve du premier point est laissée au lecteur. Les deux autres points
résultent des résultats généraux de la partie précédente. O

De plus, a partir des valeurs remarquables de la fonction sin, on a un certain nombre de
valeurs remarquables de arcsin. Par exemple, arcsin(v/2/2) = 1/2.

Proposition 4.13

. . L
lim arcsin(x) = ——
x—-1 2

. . T
. lim arcsin(x) = —
x—1 2

Démonstration. Cela résulte directement de la continuité de la fonction arcsin. O

. p . , - T
Remarque. La figure ci-dessous représente la fonction sinus sur [7, —] (en rouge) et la

fonction arcsin sur [—1;1] (en vert). Les deux courbes sont les symétriques l'une de U'autre
par rapport a la premiere bissectrice. De plus, on voit que la courbe de la fonction arcsin

admet deux tangentes verticales (en —1 et 1) carsin’ (-3) =sin(3) =0.

1.5
1.0

0.5 4

—0.5 4

~1.01

-1.54

2. Fonction arccos

Comme pour la fonction sinus, il faut restreindre le domaine de la fonction cosinus pour
qu’elle soit bijective.

Soit f:x€[0;7m] — cos(x) € [-1,1].
On aalors:

. [ est continue
. f eststrictement décroissante
. fO)=1
. fm)=-1
Donc d’apres le théoreme de la bijection (théoreme 4.7), f est bijective.

Remarque. La figure ci-dessous représente la fonction cosinus (en bleu) et sa restriction a
Uintervalle [0; 1] (en rouge).
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Définition 4.5

On définit arccos: [-1,1] — [0; 7] la fonction réciproque de la fonction f.
Cela signifie que :

. Yx€[0;m], arccos(cosx) = x.

. Vye€[-1,1], cos(arccos y) = y

Remarque. Attention! Comme pour arcsin, la premiere égalité n'est pas vérifiée pour tout
xeR.

Proposition 4.14

. la fonction arccos est continue et décroissante sur [—1, 1],

. la fonction arccos est dérivable sur ] —1, 1[ de dérivée

1 1 1
(arccos)’ (y) = — —_ —_ _
—sinoarccosy  /1—(cosarccosy)?  y/1-)?

Remarque. La fonction arccos est ni paire, ni impaire étant donné que f(1) =0 et f(-1) =
.

Proposition 4.15

. i
lim arccos(x) = ——
x—-1 2

. i
. lim arccos(x) = —
x—1 2

Démonstration. Cela résulte directement de la continuité de la fonction arccos. O

Remarque. La figure ci-dessous représente la fonction cosinus sur [0;m] (en rouge) et la
fonction arccos sur [—1;1] (en vert). La aussi, les deux courbes sont les symétriques l'une de
lautre par rapport a la premiere bissectrice et on voit que les tangentes verticales en 1 et en
—1 traduisent la non-dérivabilité de arccos en ces points.
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3. Fonction arctan

A priori, la fonction tangente est définie sur UJ ]—g + kn;g + kn[. Elle n'est cependant

kez

pas injective. On va donc la restreindre a ] —g, g .

Remarque. La figure suivante représente la courbe de la fonction tangente.

=3
&b

Soit f:x€ ]—g,g[-—»tan(x) eR.
Onaalors:

. [ est continue

. f eststrictement croissante

lim tan(x) = —oco

x—»—f

. lim tan(x) = +oc0
x—%
2

Donc d’apres le théoreme de la bijection (théoreme 4.7), f est bijective.



CHAPITRE 4. FONCTIONS RECIPROQUES ET DERIVATION 11

Définition 4.6

pLa ¢
On définit arctan: R — ] 5 [ la fonction réciproque de la fonction f.

Cela signifie que :

T 7
. ]——, — [, arctan(tan x) = x.
2°2

. VyeR, tan(arctany) = y

Proposition 4.16

. Lafonction arctan est impaire.

. la fonction arctan est continue et croissante sur [—1,1],

. la fonction arctan est dérivable sur R de dérivée

(arctan)’(y) = 1 +tan” (arctan(y)) =

1+y%

Démonstration. La preuve du premier point est laissée au lecteur. Les deux autres points
résultent des résultats généraux de la partie précédente. O

. . T
On retiendra la valeur remarquable suivante : arctan(1) = 1 car tan(7) = 1.

Proposition 4.17

. i
lim arctan(x) = ——
X——00 2

. i
. lim arctan(x) =—
X—+00 2

T
Remarque. La figure ci-dessous représente la fonction tan sur ]_E' 5[ (en rouge) et la

fonction arctan surR (en vert).

10.0 4

7.5 4

T
=10 =5 5 10
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Exercices

Exercice 1. 1. En calculant les constantes ay et a; pour des fonctions dérivables dans
Vexpression f(x) = ag + a1 (x — xo) + (x — xp) h(x) avec limy_.x, h(x) = 0 déterminer les
limites suivantes :

. In(1+3x) ~ sin(3x) _ tan(2x%-18)
lim ———— lim lim ————
x—0 2x -0 X x—2  x%2-4
2. Déterminer l'équation de la droite tangente des fonctionsf etg données par f(x) =
In(1 +3x) et g(x) =sin(3x) en x = 0.
Exercice2. 1. Déterminer I'équation de la droite tangente aux courbes des fonctions f
et g données par f(x) = /x et g(x) = ax*+benx=1

2. Déterminer les réels a et b de maniere a ce que la fonction f définie sur R de la
maniere suivante soit dérivable sur]0, +ool,

NE si0<sx<1
ax*+b six>1

f(x):{

Exercice 3. Valeur Absolue.
Etudier la dérivabilité et l'existence de la droite tangente en x = 0 des fonctions fi et [, :

fi(x) =1x]| et fo(x) = x|x|

Exercice 4. Etude d’une fonction puissance

1. Déterminer le domaine de définitionD de la fonction f donnée par f(x) =1n (1 + %) -
ﬁ et déterminer les limites de [ aux bornes deD.

2. Tracer le tableau de variation de f et donner le signe de f surD.

3. Déterminer le domaine de définition de h(x) = (1 +1)" = eXIn(l 3

4. Calculer la dérivée de h et donner son tableau de variation avec les limites aux bornes
de son domaine de définition.

Exercice 5. Calcul de dérivées
Dériver les fonctions suivantes (on précisera le domaine de définition et un ensemble sur
lequel elle est dérivable) ainsi que les zeros de la fonction dérivée :

I filx)=%3,
2. (0 =25
3. i) =vVx3-3x+1

4. fi(x)=@x>-3x*-6x+11)7*
5

. f5(x)=\/%,

6. fo(x)=1In(1+ x5

7. ) =In(x+VxZ+1)
8. fa(x) = (1+Inx)3?

9. fo(x)=ver+1
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10. fio(x) = 2+3x0)V*

Exercice 6. Asymptotes obliques
Déterminer l'équation des asymptotes a lU'infini quand elles existent

2x%+xy/%

A f0=FE DfW=2E5 of0=27

Exercice 7. Dérivées successives.

Soient f : R — R une fonction dérivable a tout ordre et g, h,i les fonctions définies par
g(x) = f(x?), h(x) = f(%) eti(x) = exp(f(x)) Calculerg',g",g" , n', ', h",i’,i",i" en fonc-
tionde f', f", f"".

Exercice 8. Soit (a+ ib) une racine n-ieme de l'unité et f(x) = e** cos(bx). Donner une
formule simple de la n-ieme dérivée f.

Exercice 9.
Proposition : Pour toute fonction f, n-fois dérivables sur un intervalle [a, b], il existe une
fonction h sur[a, b] telle quelimy_. x, h(x) = 0 et pour tout x, xo € [a, bl ona:

(x — x0)?

PRY
fx) :f(XO)+(x—X())f/(xO)+Tf”(xo) 4ot M

" (x0) + (= x0) " h().

1. Appliquer la formule a la fonction f; donnée par f,(x) = e* en xo =0
2. Appliquer la formule a la fonction f> donnée par f>(x) = (sinx)3 en xy = 0.

3. Endéduire
et —1-x2%/2
lim ——

x—0  (sinx)3
Exercice 10. Fonction réciproque trigonométrique

1. Donner le domaine de définition et 'ensemble image de la fonction

X — arcsinx

2. Donner les valeurs de arcsin(sin (187“)) et arcsin(sin (107”)).

3. Lesvaleurs de )
tan(arctan(1/2)) et sin(arcsin 5)'

4. En exprimant cos?(x) en fonction detan®(x), montrer que

cos(arctan(x)) =

1
Vit a2

Exercice 11. Etude de fonction Réciproque
Soit f la fonction définie sur R par

xarctan (%) Six#0
0 six=0

1. La fonction f est-elle continueen x=07?

2. Calculer la dérivée a droite et a gauche en x = 0 2 La fonction f est-elle dérivable en
x=0°?
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3. En utilisant un changement de variable, calculer xliIP f(x)
— 100

4. On considere la fonction g(x) = -5 —arctan (%) Tracer le tableau de variation de la

fonction g(x) et déterminer son signe sur 0, +oo|.

5. Déterminer la dérivée f'(x) et déterminer son signe sur0,+ool . Tracer le tableau de
variation de f (x) surR.

6. Tracer la fonction f(x).
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